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Résumé

Projet réalisé dans le cadre du cours intitulé Finance Numérique et qui est intégré au module Mathéma-
tiques Financiéres en option du cursus MACS3 de I’école Sup Galilée. Ce cours est partagé avec les éléves
du Master MSC in International Finance ’HEC et ’enseignement est assuré par M. KEBAIER.

Contexte et notations

Dans la suite des exercices, on se place dans ’espace probabilisé (£2, F,Q*), avec Q* la probabilité risque
neutre, et on considére un actif risqué S qui suit la dynamique suivante :

51 seso (- )+ o) o

ott {W;}efo;77 est un mouvement brownien standard. On se donne aussi une discrétisation temporelle telle que
O=ty <ty <to< <t,=Tavecti, —t; == Vie[0,n—1].

Pour ne pas surcharger les notations, on supposera, dans les calculs, que E fait référence a Egsx.
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1 Exercice 1 : European Asian Option
Le but de cet exercice est d’étudier différentes méthodes de calcul pour obtenir le prix d’une option asiatique,

noté A(0, S), ainsi que le vega, noté V. On rappelle que le prix a I'instant initial d’une option asiatique est le
suivant :

A(0,8) = e TE (; JT Syudu — K) (2)
0

. T .
On approximera So Sudu par la somme de riemann :

n

IJTSdu~ 1 25
T) ™ T n+1 b

1=0

avec (1;)g<,;<, Dotre discrétisation réguliere de [0; 77 On obtient donc le prix suivant :

+
_ =T 1 S _
A(0,S) = e TR <n+ - i:oSti K) (3)
Prix de I'option par méthode de Monte-Carlo et son intervalle de confiance

On souhaite calculer le prix de l'option. Pour cela on va passer par la méthode de Monte-Carlo. Cette
méthode est basée sur la loi forte des grands nombres car on sait que pour toute variable intégrable Z, si on a
des variables Z; de méme loi que Z, on a

M

_ 1 pos
Zy = — Z; — E[Z
M Mg:‘) M—+00 7]

Cette méthode étant probabiliste, il nous faut un intervalle de confiance de notre estimateur de E[Z]. Par le
TCL (Théoréme Central Limite), on sait que, en rajoutant 'hypothése que Z soit carré intégrable

\/M%(EZ[)Z]~N(0,1)

. De ce fait on peut construire I'intervalle suivant pour E[Z] :

[7M — Ga\/ %;ZM + dar\/ %]

avec ¢, le quantile d’ordre « de la loi normale centrée réduite. Ici Z = (IT — K ) avec It = % S(:)F S,du et

+7
comme on ne connait pas la loi du payoff, on déterminera V[(IT - K ) +] numériquement & partir des tirages
de (IT -K ) L+

1.1 Q1 : Loi et Espérance

On s’intéresse a la loi de + Sg log(Sy)dt. Regardons tout d’abord log(S)

o050 =t (s (2 ) 4o,

02

=log(So) + <r - 2> t+ oW,



Maintenant si on regarde + Sg log(S;)dt

—f log(Sy)dt = —f log(So) + (r - ) t+ oW,dt

o? o (T
= log(Sp) + <r - 2) T+ Tfo Wdu

N |

Remarquons que :

d(tW,) = Widt + tdw,
T T T
= J d(tWt) = Wtdt + J tth
0 0 0
T T
S TWT = Wtdt + f tth
0 0
T

T T
0 0 0

T T
0

0

Donc :
1 (" 1 o2 o (T
— l dt =1 — —— | T+ = T—1
T ), 0g(Sy) 0g(Sp) + 5 <r 5 > + T, ( )dW,

% Sg log(Sy)dt est une fonction affine d’une intégrale de Wiener donc % SOT log(Sy)dt ~ N (ﬁ, 52). Explicitons
alors cette loi.

1 (T
n=E —f log(Sy)dt
7 | teats)

1 o? o (*

—E flog(So) + % (r - ";) T] +E l; LT(T - t)th]

1 2
=log(Sp) + 3 ( - C;) T  car lespérance d’une intégrale de Wiener est nulle




Lo
52 =V TL log(Sy)dt

1 o? o (T

T
—v %f (T—t)th] car V[X +a] = V[X]
_ %>2V J-T(T—t)thl

0
T 2 T

J (T - t)th> car E lj (T - t)th] =0
0 0

2 T
%) E J (T—t)gdt] isométrie d’Ito

| 0
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On trouve donc que + SOT log(Sy)dt ~ N (log(So) +3 (r — %2) T, "ZT)
Maintenant si on s’intéresse A E[Y] avec Y = e~ Texp (% S(j; log(St)dt). On rappelle que pour X ~ N (u, 62)
alors E [exp (X)] = exp (1 + $6%), on a alors :

T
E[Y]=e"TE lexp <;L log(Sth)]

2y,1 2T
_ e—rTSOeT(g—UT)-ﬁ-ga 5

1.2 Q2 : Premiére Variable de Controdle

Pour réduire notre incertitude sur ’estimation du prix de 'option asiatique, on peut utiliser une variable de
controle.

Principe de fonctionnement

On souhaite estimer J = E[X ] On suppose que 'on a aussi une autre variable aléatoire Y. Soit 5 € R, on

considére : X — Y + SE [Y] On peut voir que cette variable aléatoire est d’espérance : J :

oo ey -] - —sf])

Maintenant on peut s’intéresser & la variance de ce nouvel estimateur :



Evolution du prix de I'option asiatique | 0 = 0.2, K = 95 Evolution du temps de calcul
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FIGURE 1 — Evaluation du prix de 'option asiatique avec un algorithme de Monte-Carlo classique, pour diffé-
rentes tailles de tirage.

V[X - BY + BE[Y]]| = V[X — Y + BE[Y]]

[X — ﬂY] car V[X + a] = V[X]
[X]+ B°V[Y] = 28Cou(X,Y)
= B*V[Y] = 28Cov(X,Y) + V[X]

On remarque que cette estimateur est une fonction polynomiale d’ordre 2 en 3. De plus cette fonction admet

un minimum global en §* = % Si on remplace § par §*, on trouve une variance de :
v|y

V[X - 8*Y + B*E[Y]] = (1 — pX.yv)V[X] px,v la corrélation entre X et Y

Donc pour n’importe quelle valeur de px,y notre nouvel estimateur de J a une variance plus faible que
I'estimateur originale. Et plus en valeur absolue, X et Y sont corrélés, plus la variance de notre nouvel estimateur
est faible. Finalement on peut approcher J par Jjs tel que :

. 1 M
Im = i ;(Xz - B*Y:) + B*E[Y]

avec X; des v.a i.i.d de méme loi que X et Y; des v.a i.i.d de méme loi que Y.
Dans notre cas, notre variable de controle sera Y = e~ "Texp (% Sg log(St)dt) avec 7 S(I; log(Sy)dt ~ n%rl oSt
Nous avons calculé plus haut ( I’espérance de Y qui est :

E[Y] = Soeap (-2 <r + ";))

Comparaison des résultats, analyse et interprétation

Sur la figure [2| on observe que le prix de 'option, pour des petites valeurs de o, est équivalent qu’il soit
estimé par un algorithme classique ou utilisant une variable de controle. Cependant, I’avantage sur 1’estimation
est donné a ’algorithme utilisant la variable de contréle Y lorsque o > 1. En effet, les estimations par cette
méthode sont globalement comprises dans 'intervalle de confiance de la méthode classique, dite naive, avec une
meilleure approximation comme en témoigne la longueur de l'intervalle de confiance. Notre objectif est donc
atteint, on a construit un meilleur estimateur du prix de 'option asiatique.



Evolution du prix de I'option asiatique | Mc = 10000 1{%amparaimn des tailles des intervalles de confiance a 95% | Mc = 10000
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FIGURE 2 — Evaluation du prix de I'option asiatique avec un algorithme de Monte-Carlo classique et un algo-
rithme utilisant la variable de controle Y.

1.3 Q3 : Seconde Variable de Controle

Toujours dans le but de réduire notre estimation de A(0,.S), on peut chercher une autre variable de controle
qui nous méne & un estimateur ayant une variance plus faible que le précédent. Posons alors Z telle que

T
T <6:L'p (;L log(Su)du> - K) )

—e T (6% Sg log(Su)du __ K) 1

Z

{e% Sg log(Su)du>K}

—rT 11T 10 Sw)du
=e (eT Jo teg(Su)du _ K) ]]'{% S(’f log(Su)du>log(K)}

Notons Gy = 7 S(? log(S,)du. On a alors Gy = log(Sy) + T(% - %2) +4/0 LG avec G ~ N(0,1) d’aprés la
question Donc finalement, on peut écrire :

7 — T (e%SOT log(Su)du _ K) Lig=ay

Pour pouvoir définir un nouvel estimateur de A(0, S) a partir de Z, il nous faut pouvoir calculer analytique-
ment E[Z]. On a E[Z] = e " E[e“Y 1(g>ay] — e "E[K1{g~q;] par linéarité de Pespérance.
Calculons d’abord e E[K L{g=qy)-

e "E[K1gsay] = e " KE[1{g>q)]
= e ""KQ*(G > d)
— e KQ*(-G>d) (G£-G)
=e ""KN(—d) (N la fonction de répartition de G)

Calculons ensuite e "' E[e“Y 1(g-q)]-



6_TtE[eGY ]]-{G>d}]

1 S —of i
y— €
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1 T
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:S()e 2(r+6)N(U 5
Donc finalement, on obtient
02
E[Z] = Soe 2N | o

+00 2 1
et f elog(Sg){—T(%—%)-ﬁ-o‘«/a%x
d

+o0

12
e 2 dx
V2T

22 =
e TtVET g

+00 2
J 6_%(z2_20\/%$+03T)d1~
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1.4 Q4 : Comparaison des Variables de Controle

Comparaison des résultats, analyse et interprétation
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FIGURE 3 — Evaluation du prix de 'option asiatique avec un algorithme de Monte-Carlo classique, un algorithme
utilisant la variable de controle Y et un algorithme utilisant la variable de controle Z.

On peut observer, sur la figure [3] les mémes résultats que sur la figure 2} Si ce n’est que grace au graphe
tracant la taille de I'intervalle de confiance & 95% pour chacun des estimateurs du prix de 1’option en fonction
de la volatilité, on peut conclure que ’estimateur construit avec la variable de contréle Z est encore plus précis
que celui construit avec la variable de controle Y.

1.5 Q5 : Calcul de sensibilité

Meéthode Pathwise

On souhaite calculer V = 2 (e "TE[(L 37 S, — K)~+]) sur un intervalle I = [a;b].
On a alors :



_ e—rT]E _

o (1. | @ (1
Sl lGge ) Nl (g )
1= + | 1= +

1< 0 1<
(1) 225

+ i=

0
B 1 n
—rT
=€ E (n . Sti, (Wt1 - Uti)) 1{% 2izo Stri>K}]

Méthode Log-Likelihood ratio

On souhaite toujours calculer V = -Z (e TE[(2 3" | Sy, — K)4|) sur un intervalle I = [a; b].

Rappelons que, a I’aide du théoréme de transfert et par changement de variable, on a :

F(50) = | flu)——e™

log(3-)— T*i T
avec ¢ : u+— ((u) = ( 905 )a\(ﬁ 2 ) ) On peut alors facilement identifier la densité de Sp. En notant g

cette densité, on a, par théoréme :

On note tout de méme que :

Z (900, f(Sr) 0
20 I\DHI\PT))) 9 4 -
g9(o, F(S7)) ~-10g (9(0, f(S7)))

Pour le cas d’une option asiatique, f : R™ — R donc nécessairement, nous devons identifier la loi jointe du
vecteur (S, St,, ..., St,) notée g. Soit (x1,xa,...,x,) un n-échantillon de ce vecteur. La propriété de Markov

nous donne :

g (21,22, ., 0) = g1(21]S0)g2(w2|21) - gn (@0 |Tn—1)

1
avec, i(zi|lrxio) = ——— i(Ti|x—
g]( ]‘ J 1) .TJUWSO(CJ( J‘ J 1))
(W) = ——c%
u) = —e 2

4 A\ 21
log(5) — (r = 5ty — 15-1)

et, p =
Cj O’\/tj - tj,1

Il vient alors que :

a n
%log(g (z1, 22, ..., Tn ; [ log(gi(zi|zi-1))

Et par dérivation composée, on a directement que :
0 0
25 l09gi(zilzi1)) = o~ (log(p(Gi(wilzi-1))) — log(zion/ti — ti1))
i 1
=—Ci<\/ti—t —<>—U



Donc finalement, on a :

1

[<(m-) -]

1 n
= "TE| (= - K
V=e (TL;JStI )+ pe p

n

i=1

Résultats et interprétation

Les calculs ont été effectués avec les paramétres suivants T = 1, r = 0.05, Sg = 100, 0 = 0.2 et K = 95.

Méthode ‘ Estimation de V  Intervalle de confiance a 95%
Pathwise ‘ 17.431 [16.57603794 ; 18.28525602]
LLH -1.805 [-3.37907723 ; -0.22994805]

TABLE 1 — Estimation de V avec une méthode pathwise et une méthode log-likelihood ratio (LLH) avec 10000
itérations de Monte-Carlo.

On obtient deux résultats sensiblement différents avec deux méthodes estimant la méme quantité. En parti-
culier, la méthode LLH nous donne une estimation négative. En effectuant quelques recherches, les travaux de
W. Hiirlimann ( [I]) montrent que la méthode d’estimation de V par la méthode LLH ne peut aboutir, et c’est
finalement ce que I'on constate par nos calculs.
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2 Exercice 2 : Delayed Start European Options

2.1 Q1 : Formulation explicite de 1’espérance

On sait que, sous les hypothéses faites ici, le prix d’un call européen au temps t, fixé, quelconque dans
I'intervalle [0, 7] est donné par

C(t,8) := e "T=IE[(Sp — K)4|S] = SiN(d1) — Ke " TIN (d) (4)
Dans la suite, il peut étre utile de noter que {e‘rtg—é}te[oj] est une martingale, et que, en particulier
S,
Ele "2t =1, Vte[0,T] (5)
So

On s’intéresse, pour A > 0 et t; € [0,T] fixés, au calcul analytique du prix d’une option défini par

Ilpg := 67TTE[(ST — /\St1)+]
On peut cependant écrire que

Mps := e "TE[(St — ASt, ) +]
_ erTE[]E[(sT - ASt1)+|St1]]
_ er(Ttl)g”lE[]E[(ST - ASt1)+ISt1]]

= e_rtlE[Sth(dl) - >\St1 e_r(T_tl)N(dQ)] @D
= SB[~ S (A () — AT TN ()]

0
—r(T—t1) —rty Stl
= So(N(dl) - )\6 N(dg))E[e 7]
So
—r(T—t
= So(N(dr) — Ae " T=IN(do))  (B)
2
log( L)+ (r+2%- ) (T—t
avec d1 = g(/\) ( 2)( ) et d2 = dlf()'\/Tftl.
o/ T—t,
2.2 Q2 : Comparaison d’Algorithmes
Comparaison des résultats, analyse et interprétation
Evolution du prix de |la delayed start option | Mc = 30000 Comparaison des tailles des intervalles de confiance a 95% | Mc = 30000
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FIGURE 4 — Evaluation de IIpg avec deux algorithmes de Monte-Carlo différents.

Sur la figure [ on constate que la précision de 'estimation par I’algorithme de Monte-Carlo conditionnel est
bien supérieure a celle donnée par le premier algorithme. Le gain sur la variance de l'estimateur est immense
lorsque la vol de Dactif risqué est grande. On aurait sans doute pu avoir des estimations plus précises en
augmentant le nombre de tirages de Monte-Carlo. Dans un souci de limiter le cotit de calcul, il faudrait repenser
notre implémentation des algorithmes de maniére a s’affranchir des boucles itératives (en vectorisant le code).
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3 Exercice 3 : American Put Option
On cherche ici & calculer le prix d’une option ameéricaine qui est donné de la maniére suivante :

Pl s

On passera par ’approximation suivante :

p= sup E [67” (K — ST)+]
TE{to,..,tn}
Cette approximation est basée sur le principe que le prix d’une option bermudienne converge vers le prix

d’une option américaine lorsque le choix de date d’éxécution tend vers 'infini, i.e : — .
’
n—-+ao0

Notre méthode sera la suivante, plutét que de déterminer directement le prix de l'option américaine, on va
déterminer le prix d’une option bermudienne de méme payoff et méme sous-jacent et 1’on sait que lorsque n (le
nombre d’instants o on peut éxécuter I'option) tend vers l'infini, alors le prix de 'option bermudienne tend
vers le prix de l'option américaine.

Remarque 3.1. p < p car notre option bermudienne nous donne moins de liberté que l’option américaine, son
prixz est donc moins élevé. Donc on trouvera "juste” une borne inférieur au priz de l’option américaine.

Dans la suite, on pose f: R +— R, qui a x associe f(x) = (K — x). On rappelle ’algorithme de Longstaff-
Schwartz

Algorithm 1 Algorithme de Longstaff-Schwartz
forj=1,. M

Tn < tn
Compute (an,1)1<i<L
fork=n—1,..0
Tk < tela + Tret1lz
Compute (ag,1)1<i<L
end for
end for

3.1 Q1 : Calcul avec I’algorithme de Longstaff-Schwartz

Le point clé de cet algorithme est le calcul, & chaque temps k, de la suite ay;)1<1<r- Cette suite est obtenue
de maniére & minimiser ’expression

M

L 2
j(ak) = Vi <€T(Tj,k+1tk)f(sijwk+1) — 2 ak’ﬂ)l(sgk)>
=1

a chaque temps k. On note (P, P, ..., Pr) la base polynomiale sur laquelle s’appuie notre algorithme, et A :=
{f(5])= ZzL=1 a1 Pi(S7,)} dépend directement des (au1)1<i<r- Soit k € [0,7] fixé, on propose, dans la suite,
deux méthodes pour calculer (o )1<i<r-

Une approche optimale pour calculer la suite (o )1<i<r

En dérivant J par rapport a un ay g, fixé, on a
M
Jj=1

Et calculer les (o 1)1<i<r vérifiant cette relation revient & résoudre le probléme linéaire suivant

L
Py (S7,) <6T(T'j"“+1tk)f(51j,k+l) - ak,zﬂ(&ﬂ))] =0
=1

Hoa =P

avec H € M (R) telle que Hy, 5, := ZJM=1 Pll(Sgk)Plz (ka), ae Mp1(R) tel que oy := oy et P e My 1 (R) tel
que P := Zﬁl e_T(TJ'vk“_tk)f(Sij.kH)Pg(Sgk). Le systéme est un systéme a L équations pour L inconnues, il
est donc bien posé. On note que H est de rang L par construction, donc H est inversible et il existe une unique

solution au systéme linéaire ci-dessus.
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Comparaison des résultats, analyse et interprétation

3.2 Q2 : Frontiére d’exercice

Frontiére d'exercice par rapport au temps | n = 200, Mc = 1000

100 — Exercise boundary
80
I+
e @
H
]
X
E-1
S 4
20
00 02 04 06 08 10

temps

FIGURE 5 — Frontiére d’exercice pour un put bermudien.

Le graphe suivant nous donne la frontiére d’exercice d’un put bermudien selon la date a laquelle on se situe.
D’aprés ce graphe, si & un instant t le prix de actif atteint cette frontiére alors on doit exercer 'option car
c’est le moment le plus optimal.

On peut observer un peu mieux la frontiére d’exercice en regardant le plot sans le temps initial :

Frontiére d'exercice (sans le temps initial) | n = 200, Mc = 1000

—— Exercise boundary Bermudan-Put-Price
18

16

14 4

prix d'execution

12

10

0.0 02 04 06 08 10
temps

FIGURE 6 — Frontiére d’exercice pour un put bermudien (sans le temps initial).
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