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Résumé

Projet réalisé dans le cadre du cours intitulé Finance Numérique et qui est intégré au module Mathéma-
tiques Financières en option du cursus MACS3 de l’école Sup Galilée. Ce cours est partagé avec les élèves
du Master MSC in International Finance d’HEC et l’enseignement est assuré par M. KEBAIER.

Contexte et notations

Dans la suite des exercices, on se place dans l’espace probabilisé pΩ,F ,Q˚q, avec Q˚ la probabilité risque
neutre, et on considère un actif risqué S qui suit la dynamique suivante :

St “ S0exp

ˆˆ

r ´
σ2

2

˙

t ` σWt

˙

(1)

où tWtutPr0;T s est un mouvement brownien standard. On se donne aussi une discrétisation temporelle telle que
0 “ t0 ă t1 ă t2 ă ă tn “ T avec ti`1 ´ ti “ T

n @i P v0, n ´ 1w.

Pour ne pas surcharger les notations, on supposera, dans les calculs, que E fait référence à EQ˚ .

1. Élève ingénieur, Mathématiques Appliquées et Calcul Scientifique (MACS), École Sup Galilée, 93430 Villetaneuse, France.
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1 Exercice 1 : European Asian Option

Le but de cet exercice est d’étudier différentes méthodes de calcul pour obtenir le prix d’une option asiatique,
noté Ap0, Sq, ainsi que le vega, noté V. On rappelle que le prix à l’instant initial d’une option asiatique est le
suivant :

Ap0, Sq “ e´rTE

»

–

˜

1

T

ż T

0

Sudu ´ K

¸`
fi

fl (2)

On approximera
şT

0
Sudu par la somme de riemann :

1

T

ż T

0

Sudu «
1

n ` 1

n
ÿ

i“0

Sti

avec ptiq0ďiďn notre discrétisation régulière de r0;T s On obtient donc le prix suivant :

Ap0, Sq “ e´rTE

»

–

˜

1

n ` 1

n
ÿ

i“0

Sti ´ K

¸`
fi

fl (3)

Prix de l’option par méthode de Monte-Carlo et son intervalle de confiance
On souhaite calculer le prix de l’option. Pour cela on va passer par la méthode de Monte-Carlo. Cette

méthode est basée sur la loi forte des grands nombres car on sait que pour toute variable intégrable Z, si on a
des variables Zi de même loi que Z, on a

ZM “
1

M

M
ÿ

i“0

Zi
p.s

ÝÑ
MÑ`8

ErZs

Cette méthode étant probabiliste, il nous faut un intervalle de confiance de notre estimateur de ErZs. Par le
TCL (Théorème Central Limite), on sait que, en rajoutant l’hypothèse que Z soit carré intégrable

?
M

ZM ´ ErZs
a

VpZq
„ N p0, 1q

. De ce fait on peut construire l’intervalle suivant pour ErZs :

”

ZM ´ qα

c

VpZq

M
;ZM ` qα

c

VpZq

M

ı

avec qα le quantile d’ordre α de la loi normale centrée réduite. Ici Z “
`

IT ´ K
˘

`
, avec IT :“ 1

T

şT

0
Sudu et

comme on ne connaît pas la loi du payoff, on déterminera V
”

`

IT ´ K
˘

`

ı

numériquement à partir des tirages

de
`

IT ´ K
˘

`
.

1.1 Q1 : Loi et Espérance

On s’intéresse à la loi de 1
T

şT

0
logpStqdt. Regardons tout d’abord logpStq

log pStq “ log

ˆ

S0exp

ˆˆ

r ´
σ2

2

˙

t ` σWt

˙˙

“ logpS0q `

ˆ

r ´
σ2

2

˙

t ` σWt
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Maintenant si on regarde 1
T

şT

0
logpStqdt

1

T

ż T

0

logpStqdt “
1

T

ż T

0

logpS0q `

ˆ

r ´
σ2

2

˙

t ` σWtdt

“ logpS0q `
1

2

ˆ

r ´
σ2

2

˙

T `
σ

T

ż T

0

Wudu

Remarquons que :

dptWtq “ Wtdt ` tdWt

ñ

ż T

0

dptWtq “

ż T

0

Wtdt `

ż T

0

tdWt

ô TWT “

ż T

0

Wtdt `

ż T

0

tdWt

ô T

ż T

0

dWt “

ż T

0

Wtdt `

ż T

0

tdWt

ô

ż T

0

Wtdt “

ż T

0

pT ´ tqdWt

Donc :

1

T

ż T

0

logpStqdt “ logpS0q `
1

2

ˆ

r ´
σ2

2

˙

T `
σ

T

ż T

0

pT ´ tqdWt

1
T

şT

0
logpStqdt est une fonction affine d’une intégrale de Wiener donc 1

T

şT

0
logpStqdt „ N

`

µ̃, σ̃2
˘

. Explicitons
alors cette loi.

µ̃ “ E

«

1

T

ż T

0

logpStqdt

ff

“ E

«

logpS0q `
1

2

ˆ

r ´
σ2

2

˙

T `
σ

T

ż T

0

pT ´ tqdWt

ff

“ E
„

logpS0q `
1

2

ˆ

r ´
σ2

2

˙

T

ȷ

` E

«

σ

T

ż T

0

pT ´ tqdWt

ff

“ logpS0q `
1

2

ˆ

r ´
σ2

2

˙

T car l’espérance d’une intégrale de Wiener est nulle
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σ̃2 “ V

«

1

T

ż T

0

logpStqdt

ff

“ V

«

logpS0q `
1

2

ˆ

r ´
σ2

2

˙

T `
σ

T

ż T

0

pT ´ tqdWt

ff

“ V

«

σ

T

ż T

0

pT ´ tqdWt

ff

car V rX ` as “ V rXs

“

´ σ

T

¯2

V

«

ż T

0

pT ´ tqdWt

ff

“

´ σ

T

¯2

E

»

–

˜

ż T

0

pT ´ tqdWt

¸2
fi

fl car E

«

ż T

0

pT ´ tqdWt

ff

“ 0

“

´ σ

T

¯2

E

«

ż T

0

pT ´ tq2dt

ff

isométrie d’Itô

“

´ σ

T

¯2
ż T

0

pT ´ tq2dt

“ ´

´ σ

T

¯2 1

3

“

pT ´ tq3
‰T

0

“

´ σ

T

¯2 T 3

3

“
σ2T

3

On trouve donc que 1
T

şT

0
logpStqdt „ N

´

logpS0q ` 1
2

´

r ´ σ2

2

¯

T, σ2T
3

¯

Maintenant si on s’intéresse à E rY s avec Y “ e´rT exp
´

1
T

şT

0
logpStqdt

¯

. On rappelle que pour X „ N pµ, θ2q

alors E rexp pXqs “ exp
`

µ ` 1
2θ

2
˘

, on a alors :

E rY s “ e´rTE

«

exp

˜

1

T

ż T

0

logpStqdt

¸ff

“ e´rTS0e
T p r

2 ´ σ2

4 q` 1
2σ

2 T
3

“ S0e
´ r

2T´ σ2

12 T

“ S0e
´pr` σ2

6 q T
2

1.2 Q2 : Première Variable de Contrôle
Pour réduire notre incertitude sur l’estimation du prix de l’option asiatique, on peut utiliser une variable de

contrôle.

Principe de fonctionnement

On souhaite estimer J “ E
”

X
ı

. On suppose que l’on a aussi une autre variable aléatoire Y . Soit β P R, on

considère : X ´ βY ` βE
”

Y
ı

. On peut voir que cette variable aléatoire est d’espérance : J :

E
”

X ´ βY ` βE
”

Y
ıı

“ E
”

X
ı

´ β
´

E
”

Y ´ E
”

Y
ıı¯

“ J

Maintenant on peut s’intéresser à la variance de ce nouvel estimateur :
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Figure 1 – Évaluation du prix de l’option asiatique avec un algorithme de Monte-Carlo classique, pour diffé-
rentes tailles de tirage.

V
“

X ´ βY ` βE
“

Y
‰‰

“ V
“

X ´ βY ` βE
“

Y
‰‰

“ V
“

X ´ βY
‰

car V
“

X ` a
‰

“ V
“

X
‰

“ V
“

X
‰

` β2V
“

Y
‰

´ 2βCovpX,Y q

“ β2V
“

Y
‰

´ 2βCovpX,Y q ` V
“

X
‰

On remarque que cette estimateur est une fonction polynomiale d’ordre 2 en β. De plus cette fonction admet
un minimum global en β˚ “

CovpX,Y q

V
“

Y
‰ . Si on remplace β par β˚, on trouve une variance de :

V
“

X ´ β˚Y ` β˚E
“

Y
‰‰

“
`

1 ´ ρ2X,Y

˘

V
“

X
‰

ρX,Y la corrélation entre X et Y

Donc pour n’importe quelle valeur de ρX,Y notre nouvel estimateur de J a une variance plus faible que
l’estimateur originale. Et plus en valeur absolue, X et Y sont corrélés, plus la variance de notre nouvel estimateur
est faible. Finalement on peut approcher J par J̃M tel que :

J̃M “
1

M

M
ÿ

i“1

`

Xi ´ β˚Yi

˘

` β˚E
“

Y
‰

avec Xi des v.a i.i.d de même loi que X et Yi des v.a i.i.d de même loi que Y.
Dans notre cas, notre variable de contrôle sera Y “ e´rT exp

´

1
T

şT

0
logpStqdt

¯

avec 1
T

şT

0
logpStqdt « 1

n`1

řn
i“0 Sti

Nous avons calculé plus haut ( 1.1) l’espérance de Y qui est :

E rY s “ S0exp

ˆ

´
T

2

ˆ

r `
σ2

6

˙˙

Comparaison des résultats, analyse et interprétation

Sur la figure 2, on observe que le prix de l’option, pour des petites valeurs de σ, est équivalent qu’il soit
estimé par un algorithme classique ou utilisant une variable de contrôle. Cependant, l’avantage sur l’estimation
est donné à l’algorithme utilisant la variable de contrôle Y lorsque σ ą 1. En effet, les estimations par cette
méthode sont globalement comprises dans l’intervalle de confiance de la méthode classique, dite naïve, avec une
meilleure approximation comme en témoigne la longueur de l’intervalle de confiance. Notre objectif est donc
atteint, on a construit un meilleur estimateur du prix de l’option asiatique.
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Figure 2 – Évaluation du prix de l’option asiatique avec un algorithme de Monte-Carlo classique et un algo-
rithme utilisant la variable de contrôle Y .

1.3 Q3 : Seconde Variable de Contrôle
Toujours dans le but de réduire notre estimation de Ap0, Sq, on peut chercher une autre variable de contrôle

qui nous mène à un estimateur ayant une variance plus faible que le précédent. Posons alors Z telle que

Z “ e´rT

˜

exp

˜

1

T

ż T

0

logpSuqdu

¸

´ K

¸

`

“ e´rT
´

e
1
T

şT
0

logpSuqdu ´ K
¯

1!

e
1
T

şT
0 logpSuqdu

ąK
)

“ e´rT
´

e
1
T

şT
0

logpSuqdu ´ K
¯

1t 1
T

şT
0

logpSuqduąlogpKqu

Notons GY “ 1
T

şT

0
logpSuqdu. On a alors GY

L
“ logpS0q ` T p r

2 ´ σ2

4 q `

b

σ T
3G avec G „ N p0, 1q d’après la

question 1.1. Donc finalement, on peut écrire :

Z “ e´rT
´

e
1
T

şT
0

logpSuqdu ´ K
¯

1tGądu

Pour pouvoir définir un nouvel estimateur de Ap0, Sq à partir de Z, il nous faut pouvoir calculer analytique-
ment ErZs. On a ErZs “ e´rtEreGY 1tGądus ´ e´rtErK1tGądus par linéarité de l’espérance.

Calculons d’abord e´rtErK1tGądus.

e´rtErK1tGądus “ e´rtKEr1tGądus

“ e´rtKQ˚pG ą dq

“ e´rtKQ˚p´G ą dq pG
L
“ ´Gq

“ e´rtKN p´dq pN la fonction de répartition de Gq

Calculons ensuite e´rtEreGY 1tGądus.
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e´rtEreGY 1tGądus “ e´rt

ż `8

d

elogpS0q`T p r
2 ´ σ2

4 q`σ
?

σ T
3 x 1

?
2π

e´ x2

2 dx

“
1

?
2π

S0e
´ rT

2 ´ σ2T
4

ż `8

d

e´ x2

2 `σ
?

T
3 xdx

“
1

?
2π

S0e
´ rT

2 ´ σ2T
4 e

σ2T
6

ż `8

d

e´ 1
2 px2

´2σ
?

T
3 x` σ2T

3 qdx

“
1

?
2π

S0e
´ T

2 pr` σ2

6 q

ż `8

d

e´ 1
2 px´σ

?
T
3 q

2

dx

“
1

?
2π

S0e
´ T

2 pr` σ2

6 q

ż `8

d´σ
?

T
3

e´ u2

2 du pu “ x ´ σ

c

T

3
q

“ S0e
´ T

2 pr` σ2

6 qQ˚pG ą d ´ σ

c

T

3
q

“ S0e
´ T

2 pr` σ2

6 qN pσ

c

T

3
´ dq pG

L
“ ´Gq

Donc finalement, on obtient

E rZs “ S0e
´ T

2 pr` σ2

6 qN

˜

σ

c

T

3
´ d

¸

´ Ke´rTN p´dq

1.4 Q4 : Comparaison des Variables de Contrôle

Comparaison des résultats, analyse et interprétation

Figure 3 – Évaluation du prix de l’option asiatique avec un algorithme de Monte-Carlo classique, un algorithme
utilisant la variable de contrôle Y et un algorithme utilisant la variable de contrôle Z.

On peut observer, sur la figure 3, les mêmes résultats que sur la figure 2. Si ce n’est que grâce au graphe
traçant la taille de l’intervalle de confiance à 95% pour chacun des estimateurs du prix de l’option en fonction
de la volatilité, on peut conclure que l’estimateur construit avec la variable de contrôle Z est encore plus précis
que celui construit avec la variable de contrôle Y .

1.5 Q5 : Calcul de sensibilité

Méthode Pathwise

On souhaite calculer V “ B
Bσ

`

e´rTE
“

p 1
n

řn
i“0 Sti ´ Kq`

‰˘

sur un intervalle I “ ra; bs.
On a alors :
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B

Bσ

«

e´rTE

«˜

1

n

n
ÿ

i“0

Sti ´ K

¸

`

ffff

“ e´rTE

«

B

Bσ

˜

1

n

n
ÿ

i“0

Sti ´ K

¸

`

ff

“ e´rTE

«

B

BS̄

˜

1

n

n
ÿ

i“0

Sti ´ K

¸

`

B

Bσ

˜

1

n

n
ÿ

i“0

Sti

¸ff

“ e´rTE

«˜

1

n

n
ÿ

i“0

StipWti ´ σtiq

¸

1t 1
n

řn
i“0 Sti

ąKu

ff

Méthode Log-Likelihood ratio

On souhaite toujours calculer V “ B
Bσ

`

e´rTE
“

p 1
n

řn
i“0 Sti ´ Kq`

‰˘

sur un intervalle I “ ra; bs.
Rappelons que, à l’aide du théorème de transfert et par changement de variable, on a :

E rfpST qs “

ż

R
fpuq

1

uσ
?
2πT

e´
ζpuq2

2 du

avec ζ : u ÞÑ ζpuq “

´

logp u
S0

q´

´

r´ σ2

2

¯

T
¯

σ
?
T

. On peut alors facilement identifier la densité de ST . En notant g

cette densité, on a, par théorème :

B

Bσ
E rfpST qs “ E

«

fpST q

B
Bσ pgpσ, fpST qqq

gpσ, fpST qq

ff

On note tout de même que :

B
Bσ pgpσ, fpST qqq

gpσ, fpST qq
“

B

Bσ
log pgpσ, fpST qqq

Pour le cas d’une option asiatique, f : Rn Ñ R donc nécessairement, nous devons identifier la loi jointe du
vecteur pSt1 , St2 , ..., Stnq notée g. Soit px1, x2, ..., xnq un n-échantillon de ce vecteur. La propriété de Markov
nous donne :

g px1, x2, ..., xnq “ g1px1|S0qg2px2|x1q...gnpxn|xn´1q

avec, gjpxj |xj´1q “
1

xjσ
?
tj ´ tj´1

φ pζjpxj |xj´1qq

φpuq “
1

?
2π

e´ u2

2

et, ζj “
logp

xj

xj´1
q ´ pr ´ σ2

2 qptj ´ tj´1q

σ
?
tj ´ tj´1

Il vient alors que :

B

Bσ
logpg px1, x2, ..., xnqq “

n
ÿ

i“1

„

B

Bσ
logpgipxi|xi´1qq

ȷ

Et par dérivation composée, on a directement que :

B

Bσ
logpgipxi|xi´1qq “

B

Bσ

`

logpφpζipxi|xi´1qqq ´ logpxiσ
a

ti ´ ti´1q
˘

“ ´ζi

ˆ

a

ti ´ ti´1 ´
ζi
σ

˙

´
1

σ

9



Donc finalement, on a :

V “ e´rTE

«

p
1

n

n
ÿ

i“0

Sti ´ Kq`

n
ÿ

i“1

„

´ζi

ˆ

a

ti ´ ti´1 ´
ζi
σ

˙

´
1

σ

ȷ

ff

Résultats et interprétation

Les calculs ont été effectués avec les paramètres suivants T “ 1, r “ 0.05, S0 “ 100, σ “ 0.2 et K “ 95.

Méthode Estimation de V Intervalle de confiance à 95%

Pathwise 17.431 [16.57603794 ; 18.28525602]

LLH -1.805 [-3.37907723 ; -0.22994805]

Table 1 – Estimation de V avec une méthode pathwise et une méthode log-likelihood ratio (LLH) avec 10000
itérations de Monte-Carlo.

On obtient deux résultats sensiblement différents avec deux méthodes estimant la même quantité. En parti-
culier, la méthode LLH nous donne une estimation négative. En effectuant quelques recherches, les travaux de
W. Hürlimann ( [1]) montrent que la méthode d’estimation de V par la méthode LLH ne peut aboutir, et c’est
finalement ce que l’on constate par nos calculs.
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2 Exercice 2 : Delayed Start European Options

2.1 Q1 : Formulation explicite de l’espérance
On sait que, sous les hypothèses faites ici, le prix d’un call européen au temps t, fixé, quelconque dans

l’intervalle r0, T s est donné par

Cpt, Sq :“ e´rpT´tqErpST ´ Kq`|Sts “ StN pd1q ´ Ke´rpT´tqN pd2q (4)

Dans la suite, il peut être utile de noter que te´rt St

S0
utPr0,T s est une martingale, et que, en particulier

Ere´rt St

S0
s “ 1, @t P r0, T s (5)

On s’intéresse, pour λ ą 0 et t1 P r0, T s fixés, au calcul analytique du prix d’une option défini par

ΠDS :“ e´rTErpST ´ λSt1q`s

On peut cependant écrire que

ΠDS :“ e´rTErpST ´ λSt1q`s

“ e´rTE
„

ErpST ´ λSt1q`|St1s

ȷ

“ e´rpT´t1qe´rt1E
„

ErpST ´ λSt1q`|St1s

ȷ

“ e´rt1ErSt1N pd1q ´ λSt1e
´rpT´t1qN pd2qs (4)

“ S0Ere´rt1
St1

S0
pN pd1q ´ λe´rpT´t1qN pd2qqs

“ S0pN pd1q ´ λe´rpT´t1qN pd2qqEre´rt1
St1

S0
s

“ S0pN pd1q ´ λe´rpT´t1qN pd2qq (5)

avec d1 :“
logp 1

λ q`pr` σ2

2 qpT´t1q

σ
?
T´t1

et d2 :“ d1 ´ σ
?
T ´ t1.

2.2 Q2 : Comparaison d’Algorithmes

Comparaison des résultats, analyse et interprétation

Figure 4 – Évaluation de ΠDS avec deux algorithmes de Monte-Carlo différents.

Sur la figure 4, on constate que la précision de l’estimation par l’algorithme de Monte-Carlo conditionnel est
bien supérieure à celle donnée par le premier algorithme. Le gain sur la variance de l’estimateur est immense
lorsque la vol de l’actif risqué est grande. On aurait sans doute pu avoir des estimations plus précises en
augmentant le nombre de tirages de Monte-Carlo. Dans un souci de limiter le coût de calcul, il faudrait repenser
notre implémentation des algorithmes de manière à s’affranchir des boucles itératives (en vectorisant le code).
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3 Exercice 3 : American Put Option

On cherche ici à calculer le prix d’une option américaine qui est donné de la manière suivante :

p “ sup
τPr0,..,T s

E
”

e´rτ pK ´ Sτ q
`

ı

On passera par l’approximation suivante :

p̃ “ sup
τPtt0,..,tnu

E
”

e´rτ pK ´ Sτ q
`

ı

Cette approximation est basée sur le principe que le prix d’une option bermudienne converge vers le prix
d’une option américaine lorsque le choix de date d’éxécution tend vers l’infini, i.e : p̃ ÝÑ

nÑ`8
p.

Notre méthode sera la suivante, plutôt que de déterminer directement le prix de l’option américaine, on va
déterminer le prix d’une option bermudienne de même payoff et même sous-jacent et l’on sait que lorsque n (le
nombre d’instants où on peut éxécuter l’option) tend vers l’infini, alors le prix de l’option bermudienne tend
vers le prix de l’option américaine.

Remarque 3.1. p̃ ď p car notre option bermudienne nous donne moins de liberté que l’option américaine, son
prix est donc moins élevé. Donc on trouvera "juste" une borne inférieur au prix de l’option américaine.

Dans la suite, on pose f : R ÞÑ R` qui à x associe fpxq “ pK ´ xq`. On rappelle l’algorithme de Longstaff-
Schwartz

Algorithm 1 Algorithme de Longstaff-Schwartz

for j “ 1,... M
τn Ð tn
Compute pαn,lq1ďlďL

for k “ n ´ 1,... 0
τk Ð tk1A ` τk`11Ā
Compute pαk,lq1ďlďL

end for
end for

3.1 Q1 : Calcul avec l’algorithme de Longstaff-Schwartz
Le point clé de cet algorithme est le calcul, à chaque temps k, de la suite αk,lq1ďlďL. Cette suite est obtenue

de manière à minimiser l’expression

J pαkq :“
1

M

M
ÿ

j“1

»

–

˜

e´rpτj,k`1´tkqfpSj
τj,k`1

q ´

L
ÿ

l“1

αk,lPlpS
j
tk

q

¸2
fi

fl

à chaque temps k. On note pP1, P2, ..., PLq la base polynomiale sur laquelle s’appuie notre algorithme, et A :“

tfpSj
tk

q ě
řL

l“1 αk,lPlpS
j
tk

qu dépend directement des pαk,lq1ďlďL. Soit k P v0, nw fixé, on propose, dans la suite,
deux méthodes pour calculer pαk,lq1ďlďL.

Une approche optimale pour calculer la suite pαk,lq1ďlďL

En dérivant J par rapport à un αk,l0 fixé, on a

´

M
ÿ

j“1

«

Pl0pSj
tk

q

˜

e´rpτj,k`1´tkqfpSj
τj,k`1

q ´

L
ÿ

l“1

αk,lPlpS
j
tk

q

¸ff

“ 0

Et calculer les pαk,lq1ďlďL vérifiant cette relation revient à résoudre le problème linéaire suivant

Hα “ P̃

avec H P MLpRq telle que Hl1,l2 :“
řM

j“1 Pl1pSj
tk

qPl2pSj
tk

q, α P ML,1pRq tel que αl :“ αk,l et P̃ P ML,1pRq tel
que P̃l :“

řM
j“1 e

´rpτj,k`1´tkqfpSj
τj,k`1

qPlpS
j
tk

q. Le système est un système à L équations pour L inconnues, il
est donc bien posé. On note que H est de rang L par construction, donc H est inversible et il existe une unique
solution au système linéaire ci-dessus.
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Comparaison des résultats, analyse et interprétation

3.2 Q2 : Frontière d’exercice

Figure 5 – Frontière d’exercice pour un put bermudien.

Le graphe suivant nous donne la frontière d’exercice d’un put bermudien selon la date à laquelle on se situe.
D’après ce graphe, si à un instant t le prix de l’actif atteint cette frontière alors on doit exercer l’option car
c’est le moment le plus optimal.
On peut observer un peu mieux la frontière d’exercice en regardant le plot sans le temps initial :

Figure 6 – Frontière d’exercice pour un put bermudien (sans le temps initial).
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