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Résumé
Dans le cadre de la simulation numérique des réacteurs nucléaires et de l’ANR “CINE-PARA” (Méthodes

de parallélisation pour les cinétiques complexes) on va étudier les méthodes de décomposition de domaine
espace-temps (DD). Ces techniques ont été introduites pour résoudre efficacement en parallèle des équations
aux dérivées partielles dépendantes du temps. En effet, après un découpage du domaine de calcul en sous-
domaines, le problème physique est résolu de façon découplée dans chaque sous-domaine (chacun pouvant
être un processeur) sur tout l’intervalle de temps. Ensuite on échange des données sur l’interface espace-
temps entre les sous-domaines, puis on itère ce procédé jusqu’à ce que la solution DD converge vers celle
du problème global. Les conditions de transmission à l’interface sont des conditions de Robin, adaptées à la
physique et permettant une convergence rapide de la méthode.

On s’intéresse ici à la résolution de l’équation d’advection-diffusion instationnaire, qui est un modèle
simplifié de modèles plus complexes (équations de Navier-Stokes) qui interviennent dans les simulations
des réacteurs à l’échelle locale moyennée. Dans un premier temps on regardera la méthode DD dans le cas
stationnaire, ce qui permettra de simplifier l’étude et d’appliquer plusieurs résultats vus en cours de MACS 2.

Travail à réaliser

Le travail à réaliser consiste en les étapes suivantes :
1. Étude théorique de la méthode DD dans le cas de l’équation d’advection-diffusion stationnaire :

— Réécriture du problème avec condition de Dirichlet homogène (comme vu dans [9]).
— Écriture de l’algorithme DD pour ce problème (généralisation, avec ajout du terme d’advection, de celui

fourni dans [5] pour l’équation de diffusion).
— Caractère bien défini de l’algorithme de Schwarz : étude du problème local de Robin (application des théorèmes

de trace et de Lax-Milgram vu dans [9]), et des conditions de transmissions.
— Convergence de l’algorithme de Schwarz par estimation d’énergie (généralisation, avec ajout du terme d’ad-

vection, de la preuve fournie dans [5] pour l’équation de diffusion).
2. Étude de la méthode DD pour l’équation d’advection-diffusion instationnaire :

— Définition et existence d’une solution faible pour le problème global (lecture et compréhension des résultats
de [2] pour b “ 000, on admet qu’ils restent vrais si b ‰ 000, voir [8]).

— Écriture de l’algorithme DD espace-temps pour ce problème (généralisation, avec ajout du terme d’advection,
de celui fourni dans [5] pour l’équation de diffusion instationnaire).

— Caractère bien défini de l’algorithme de Schwarz : on admet que le problème local de Robin est bien posé, et
on vérifie que les conditions de transmissions permettent de bien définir l’agorithme.

— Convergence de l’algorithme de Schwarz par estimation d’énergie (généralisation, avec ajout du terme d’ad-
vection, de la preuve fournie dans [5] pour l’équation de diffusion instationnaire).

3. Écriture du schéma en espace et en temps :
— Écriture du schéma d’Euler implicite pour la disrétisation en temps (vu dans [1]).
— Écriture du schéma non-conforme de Crouzeix-Raviart pour le problème de Robin semi-discret en temps

(compréhension et adaptation de ce schéma à notre problème, qui est étudié dans [3] pour le Laplacien).
4. Implémentation en Freefem++ :

— Comprendre les codes en Freefem++ fournis, pour résoudre l’équation de la chaleur (dans un domaine, puis
avec 2 sous-domaines) et ajouter dans ces codes le terme d’advection.

— Étudier l’effet des conditions de transmission (conditions aux limites de Robin), l’influence des paramètres
physiques (diffusion, advection), et de la finesse du maillage.

— Si le temps le permet, étudier un autre schéma temporel pour l’équation d’avection-diffusion : explicite sur
l’advection et implicite sur la diffusion (ce permet de simplifier le calcul des paramètres de Robin).
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1 Problème d’advection-diffusion stationnaire

Soit Ω un ouvert borné de R2, régulier (ou polygone convexe), c ě 0, ν ą 0, b P pL8pΩqq2, avec ∇ ¨b “ 0, f̄ P L2
pΩq,

et uD P C2
pΩq. On considère la résolution du problème d’advection-diffusion-réaction suivant :

chercher ū P H2
pΩq tel que

cū`∇ ¨ pbūq ´ ν∆ū “ f̄ dans Ω, (1a)
ū “ uD sur BΩ. (1b)

Ici c est le coefficient de réaction, ν ą 0 celui de diffusion, b le champ de vitesse, f̄ le terme source, et uD la condition
aux limites de Dirichlet.

Dans la suite on note γ0 l’opérateur de trace de H1
pΩq dans L2

pBΩq.

Remarque 1.1. Le problème avec ∇ ¨b non-nul peut se traiter en ajoutant dans le problème variationnel le terme ∇ ¨b.
Il faudra donc une condition de signe sur c` 1

2
∇ ¨ b pour pouvoir appliquer le théorème de Lax-Milgram.

Problème équivalent avec Dirichlet homogène

Puisque uD P C2
pΩq, et que les équations de (1) sont linéaires, en posant u “ ū ´ uD (voir [9]), on est ramené au

problème :
chercher u P H2

pΩq tel que

cu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u “ f dans Ω, (2a)
u “ 0 sur BΩ, (2b)

avec f “ f̄ ` ν∆uD P L
2
pΩq.

Remarque 1.2. On pourrait supposer que uD P H
1
2 pBΩq, tel que son relèvement w (i.e. w P H1

pΩq tel que γ0pwq “ uD
sur BΩ) vérifie ∆w P L2

pΩq. On pose alors u “ ū´ w, f “ f̄ ` ν∆w, et on se ramène à (2).

Théorème 1.3. Si f P L2
pΩq, alors le problème (2) a une unique solution u P H2

pΩq.

Démonstration. La preuve utilise le théorème de Lax-Milgram, et sera faite dans un cadre plus général (incluant la
possibilité d’une condition de Robin sur une partie de BΩ) dans la section 1.1.1 (voir Remarque 1.10).

Algorithme de Schwarz avec conditions de Robin

Cette méthode a été introduite par P.L. Lions en 1990 [7], de façon a pouvoir utiliser l’algorithme de Schwarz avec
des domaines qui ne se recouvrent pas.

Le principe est de décomposer le domaine Ω en deux sous-domaines sans recouvrement : Ω “ Ω1YΩ2, avec Γ
l’interface entre les sous-domaines, comme sur la Figure 1. On note ni la normale extérieure unitaire à BΩi, i “ 1, 2.

Ω

Γ

Ω
21

nn2 1

Figure 1: Décomposition de Ω en deux sous-domaines, sans recouvrement

Soit α1 ą 0 et α2 ą 0 les paramètres de Robin (que l’on choisira plus tard). L’algorithme de Schwarz avec condition
de Robin est alors défini comme suit :
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Algorithm 1 (Schwarz avec Robin pour l’équation d’advection-diffusion stationnaire)

Choisir une donnée initiale de Robin g0
1 , g

0
2 sur Γ

for k “ 1, 2,...
1. Résoudre le problème local de Robin, en parallèle, pour i “ 1, 2

cuki `∇ ¨ pbuki q ´ ν∆uki “ f dans Ωi, (3a)

uki “ 0 sur BΩizΓ, (3b)

νBniu
k
i ´

b ¨ ni
2

uki ` αiu
k
i “ gk´1

i sur Γ (3c)

2. Mettre à jour le terme de Robin à l’interface

gki “ νBniu
k
j ´

b ¨ ni
2

ukj ` αiu
k
j sur Γ, j “ 3´ i, i “ 1, 2. (4)

end for

Remarque 1.4. En pratique, pour calculer gki , il n’est pas nécessaire de calculer le terme Bniu
k
j sur Γ. En effet, de (3c)

et (4) on a, pour k ě 1 :

gki “ ´g
k´1
j ` pα1 ` α2qu

k
i , j “ 3´ i, i “ 1, 2. (5)

Remarque 1.5. Le critère d’arrêt de l’algrithme sera précisé plus tard.

Remarque 1.6. En posant βi “ αi `
b¨ni

2
, i “ 1, 2, les conditions de Robin s’écrivent de façon équivalente sours la

forme, pour i “ 1, 2, j “ 3´ i :

νBniu
k
i ´ b ¨ niu

k
i ` βiu

k
i “ νBniu

k´1
j ´ b ¨ niu

k´1
j ` βiu

k´1
j ,

c’est-à-dire que l’on a fait une “combinaison linéaire” de “u” et du flux “νBnu ´ b ¨ nu” (le terme “sous” la divergence
dans l’équation, scalaire n). On préfère garder l’écriture (4) pour la suite, car elle simplifie l’étude (si on symétrise le
terme d’advection dans la formulation variationnelle).

1.1 Caractère bien défini de l’algorithme de Schwarz
Pour montrer que l’algorithme 1 est bien défini, il faut montrer d’une part que pour tout k ě 1, chaque problème

local (3) à une unique solution, pour f P L2
pΩiq et gk´1

i P L2
pΓq donnés, et d’autre part qu’en supposant g0

i P L
2
pΓq

pour i “ 1, 2, on aura bien gki P L2
pΓq pour i “ 1, 2, et pour tout k ě 0.

1.1.1 Etude du problème local de Robin

Soit k P N˚ et i P v1, 2w. Posons u “ uki , O “ Ωi, g “ gki , n “ ni, α “ αi ą 0. On étudie alors le problème :

cu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u “ f dans O, (6a)
u “ 0 sur BOzΓ, (6b)

νBnu´
b ¨ n

2
u` αu “ g sur Γ. (6c)

Théorème 1.7. Posons V “ tv P H1
pOq; v “ 0 sur BOzΓu. Le problème (6) est équivalent au problème variationnel

suivant : chercher u P V tel que
ż

O
cuvdx`

1

2

ż

O

`

pb ¨∇uqv ´ b ¨∇vqu
˘

dx` ν

ż

O
∇u ¨∇vdx`

ż

Γ

αuvdσ “

ż

O
fvdx`

ż

Γ

gvdσ, @v P V. (7)

Preuve du Théorème 1.7 :

Preuve de (6) ñ (7). Soit u P H2
pOq solution de (6). On multiplie (6a) par v P V puis on intègre sur O :

ż

O
cuvdx`

ż

O
∇ ¨ pbuqvdx´ ν

ż

O
p∆uqvdx “

ż

O
fvdx, @v P V.

Afin de “symétriser” le terme d’advection (ce qui sera utile pour l’étude de la coercivité plus tard), on sépare le terme
d’advection en deux, sous la forme

ż

O
∇ ¨ pbuqvdx “ 1

2

ż

O
∇ ¨ pbuqvdx` 1

2

ż

O
∇ ¨ pbuqvdx
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Pour le premier terme à droite, on utilise que ∇ ¨ b “ 0, et donc ∇ ¨ pbuq “ ∇ ¨ pbqu` b ¨∇u “ b ¨∇u. Pour le second
terme à droite, on utilise la formule de Green (voir [9]) :

ż

O
∇ ¨ pbuqvdx “ ´

ż

O
pb ¨∇vqudx`

ż

BO
pb ¨ nquvdσ.

Pour le terme de diffusion, comme u P H2
pOq, on utilise la formule de Green

´ν

ż

O
p∆uqvdx “ ν

ż

O
∇u ¨∇vdx´ ν

ż

BO
pBnuqvdσ.

On obtient ainsi :
ż

O
cuvdx`

1

2

ż

O

`

pb ¨∇uqv ´ b ¨∇vqu
˘

dx` ν

ż

O
∇u ¨∇vdx´

ż

BO
pνBnu´

b ¨ n

2
uqvdσ “

ż

O
fvdx, @v P V. (8)

Comme v P V , alors v “ 0 sur BOzΓ, et donc
ż

BO
pνBnu´

b ¨ n

2
uqvdσ “

ż

Γ

pνBnu´
b ¨ n

2
uqvdσ. (9)

En utilisant maintenant la condition de Robin dans le terme de droite ci-dessus , on obtient
ż

Γ

pνBnu´
b ¨ n

2
uqvdσ “

ż

Γ

pg ´ αuqvdσ. (10)

En remplaçant (10) dans (9), puis (9) dans (8), on obtient (7).

Preuve de (7) ñ (6). Soit u solution de (7). On suppose que u P H2
pOq. On commence par utiliser l’égalité vérifiée par

u pour toutes les fonctions ϕ P DpOq Ă V , qui devient (les termes sur Γ étant nuls dans ce cas car ϕ “ 0 sur BO)
ż

O
cuϕdx`

1

2

ż

O

`

pb ¨∇uqϕ´ b ¨∇ϕqu
˘

dx` ν

ż

O
∇u ¨∇ϕdx “

ż

O
fϕdx, @ϕ P DpOq. (11)

En appliquant la formule de Green sur les troisième et quatrième termes à gauche, puis en regroupant les termes
d’advection, on obtient

ż

O

`

cu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u´ f
˘

ϕdx “ 0, @ϕ P DpOq. (12)

Comme u P H2
pΩq, on a pcu`∇ ¨ pbuq´ν∆u´f

˘

P L2
pΩq. Mais DpOq est dense dans L2

pOq, donc si v P L2
pOq, il existe

une suite pϕnqně0, avec ϕn P DpOq, telle que lim
nÑ`8

}ϕn ´ v}L2pOq “ 0. De plus, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

O

`

cu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u´ f
˘

pϕn ´ vqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }cu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u´ f}L2pOq}ϕn ´ v}L2pOq.

Comme lim
nÑ`8

}ϕn ´ v}L2pOq “ 0, alors lim
nÑ`8

ż

O

`

cu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u´ f
˘

ϕndx “

ż

O

`

cu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u´ f
˘

vdx.

De plus, en prenant ϕ “ ϕn dans (12) on a lim
nÑ`8

ż

O

`

cu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u´ f
˘

ϕndx “ 0. Par conséquent on obtient

ż

O

`

cu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u´ f
˘

vdx “ 0, @v P L2
pOq,

c’est-à-dire

cu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u “ f p.p. dans O. (13)

Comme on a admis que u P H2
pOq, on peut donc utiliser la formule de Green dans (7) comme ci-dessus, et on a

ż

O

`

cu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u
˘

vdx`

ż

BO
pνBnu´

b ¨ n

2
uqvdσ `

ż

Γ

αuvdσ “

ż

O
fvdx`

ż

Γ

gvdσ, @v P V.

Comme v “ 0 sur BOzΓ, l’intégrale sur BO devient une intégrale sur Γ, et donc on a
ż

O

`

cu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u´ f
˘

vdx`

ż

Γ

pνBnu´
b ¨ n

2
u` αu´ gqvdσ “ 0, @v P V. (14)

En utilisant (13) dans (14) on obtient
ż

Γ

pνBnu´
b ¨ n

2
u` αu´ gqvdσ “ 0, @v P V. (15)

Mais u P H2
pΩq donc Bnu P L2

pΓq (voir [3] page 8). On a donc pνBnu ´ b¨n
2
u ` αu ´ gq P L2

pΓq. Comme l’espace des
traces des fonctions de H1

pOq est dense dans L2
pΓq (pour un ouvert borné et régulier) alors (15) entraîne que

νBnu´
b ¨ n

2
u` αu “ g p.p. sur Γ.
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On montre maintenant que le problème (7) est bien posé, ce qui montrera que le problème (6) l’est aussi.
On note aussi que pour O, on peut introduire l’inégalité de Poincaré.

Théorème 1.8. @u P V , il existe Cp ą 0 telle que :

}u}L2pOq ď }∇u}L2pOq

Démonstration. La démonstration suit le même raisonnement que dans l’espace H1
0 pOq vu dans [9].

Théorème 1.9. On suppose que f P L2
pOq et g P L2

pΓq, et α ą 0, alors le problème variationnel (7) a une unique
solution u P V . De plus, il existe C ą 0 tel que :

}u}H1pOq ď Cp}f}L2pOq ` }g}L2pΓqq. (16)

Démonstration. Nous allons appliquer le théorème de Lax-Milgram. Pour cela, on munit V de la norme de H1
pOq, et on

pose, pour u, v P V :

apu, vq :“

ż

O
cuvdx`

1

2

ż

O

`

pb ¨∇uqv ´ b ¨∇vqu
˘

dx` ν

ż

O
∇u ¨∇vdx`

ż

Γ

αuvdσ,

`pvq :“

ż

O
fvdx`

ż

Γ

gvdσ.

Le problème variationnel (7) s’écrit de façon équivalente : chercher u P V tel que

apu, vq “ `pvq, @v P V. (17)

Vérifions maintenant les hypothèses du théorème de Lax-Milgram :

pV, } ¨ }H1pOqq est un espace de Hilbert : ceci vient du fait que V est un sous-espace vectoriel fermé de H1
pOq. En

effet, V est l’intersection de H1
pOq avec l’image reciproque du fermé {0} sur Γ, par l’application trace qui est continue.

ap¨, ¨q est bilinéaire, continue sur V ˆ V : la bilinéarité de a vient de la linéarité de l’intégrale et des opérateurs
identité et ∇. Comme a est bilinéaire, pour montrer qu’elle est continue, il suffit de montrer qu’il existe C ą 0 tel que

|apu, vq| ď C}u}H1pOq}v}H1pOq, @u, v P V.

Soient u, v P V . En utilisant l’inégalité triangulaire, on a

|apu, vq| ď |

ż

O
cuvdx| `

1

2
|

ż

O

`

pb ¨∇uqvdx| ` 1

2
|

ż

O
b ¨∇vqu

˘

dx| ` ν|

ż

O
∇u ¨∇vdx| ` |

ż

Γ

αuvdσ|

Donc par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

|apu, vq| ď c}u}L2pOq}v}L2pOq `
1

2
}b}8p}∇u}L2pOq}v}L2pOq ` }∇v}L2pOq}u}L2pOqq ` ν}∇u}L2pOq}∇v}L2pOq ` |

ż

Γ

αuvdσ|

Mais par continuité de l’application trace et comme Γ Ă BO, @v P V , il existe B ą 0 telle que :

}γ0pvq}L2pΓq ď B}v}H1pOq

Ainsi par définition de la norme } ¨ }H1pOq, on obtient :

|apu, vq| ď pc` }b}8 ` ν ` αB2
q}u}H1pOq}v}H1pOq

Et par définition, pc` }b}8 ` ν ` αB2
q ą 0, donc en posant C :“ c` }b}8 ` ν ` αB2, on prouve la continuité de a.

ap¨, ¨q est coercive sur V : Soit u P V . On a

apu, uq “

ż

O
cu2dx` ν

ż

O
|∇u|2dx`

ż

Γ

αu2dσ

ě

ż

O
cu2dx` ν

ż

O
|∇u|2dx pcar α ą 0q

ě minpc, νq}u}2L2pOq.

Si c ą 0 alors a est coercive, de constante de coercivité δ :“ minpc, νq. Si c “ 0, alors on a

apu, uq ě ν

ż

O
|∇u|2dx.

donc

apu, uq ě νp
1

2
}∇u}2L2pOq `

1

2
}∇u}2L2pOqq
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Puis on utilise l’inégalité de Poincaré (voir [9]) pour v P V : il existe CP ą 0 tel que

}v}2L2pOq ď CP }∇v}2L2pOq,

qui entraîne que

apu, uq ě νp
1

2
}∇u}2L2pOq `

1

2CP
}u}2L2pOqq

On obtient donc ici

apu, uq ě
ν

2CP
}u}2H1pOq.

Ainsi a est coercive, de constante de coercivité δ :“ ν
2CP

.

`p¨q est linéaire continue sur V : la linéarité de ` vient de la linéarité de l’intégrale. Comme ` est linéaire, pour
montrer qu’elle est continue, il suffit de montrer qu’il existe C ą 0 tel que

|`pvq| ď C}v}H1pOq, @v P V.

Soit v P V . En utilisant l’inégalité triangulaire, on a :

|`pvq| ď |

ż

O
fvdx| ` |

ż

Γ

gvdσ|

Donc par Cauchy-Schwarz, on obtient :

|`pvq| ď }f}L2pOq}v}L2pOq ` }g}L2pΓq}γ0pvq}L2pΓq

Ainsi par définition de la norme } ¨ }H1pOq et par continuité de l’application trace, on obtient :

|`pvq| ď p}f}L2pOq ` B}g}L2pΓqq}v}H1pOq

En posant C :“ }f}L2pOq ` B}g}L2pΓq, on prouve la continuité de `.

Ainsi on peut appliquer le théorème de Lax-Milgram et affirmer l’existence et l’unicité du problème (17)

Montrons (16) : Soit u P V la seule solution de (17). En prenant en particulier v “ u, on a, par continuité de a :

|apu, uq| ď p}f}L2pOq ` B}g}L2pΓqq}u}H1pOq

Et en utilisant le fait que a est coercive, de constante de coercivité δ ą 0, on a :

}u}H1pOq ď
1

δ
p}f}L2pOq ` B}g}L2pΓqq

En posant C :“ 1
δ
, on a exactement (16). Cette inégalité permet de garantir la stabilité de la solution de notre pro-

blème (7).

Remarque 1.10. Prenons O “ Ω. En refaisant les étapes des théorèmes précédents avec une condition de Dirichlet
homogène sur BO, et V “ H1

0 pOq on montre que le problème 2 est bien posé. En effet, les majorations pour la continuité
de a et de ` seront sensiblement les mêmes à la différence que les termes initialement sur l’interface n’existent plus. En
plus de cela la coercivité de a est démontrée par l’utilisation de l’inégalité de Poincaré, ce qui est licite puisque le bord est
soumis à une condition de Dirichlet homogène et donc on est contraint de chercher une solution du problème variationnel
dans H1

0 pΩq.

Théorème 1.11. On suppose que f P L2
pOq et αi ą 0 pour i=1,2. Si g0

i P L
2
pΓq, pour i “ 1, 2, alors l’algorithme 1 est

bien défini.

Démonstration. D’après le Théorème 1.9, si on montre gki P L2
pΓq, pour i “ 1, 2 pour tout k ě 0, alors le problème local

de Robin (3) aura une unique solution pour tout k ě 0, et donc l’algorithme sera bien défini.
Montrons, par récurrence sur k, que gki P L2

pΓq, pour i “ 1, 2 pour tout k ě 0.
‚ initialisation k “ 0. Par hypothèse on a g0

i P L
2
pΓq, pour i “ 1, 2 donc le résultat est vrai pour k “ 0.

‚ Hérédité. Supposons que gk´1
i P L2

pΓq et montrons que gki P L2
pΓq. Comme gk´1

i P L2
pΓq, d’après le Théorème 1.9,

le problème variationnel de Robin associé à (3) a une unique solution uki P H
1
pΩiq et on peut définir sa trace sur Γ :

γ0,Γpu
k
i q P L

2
pΓq. Alors, de (5) (Remarque 1.4) et de l’hypothèse de récurrence, on a

gki “ ´g
k´1
j ` pα1 ` α2qγ0,Γpu

k
i q P L

2
pΓq, j “ 3´ i, i “ 1, 2.

Par conséquent on a gki P L2
pΓq, pour i “ 1, 2 pour tout k ě 0, et donc l’algorithme 1 est bien défini.
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1.2 Convergence de l’algorithme de Schwarz
Dans [6], nous avons vu la preuve en dimension 1 en calculant le taux de convergence de l’algorithme. Cette preuve

parait difficile à adapter ici (on verra ce point plus tard), on va donc utiliser une technique d’estimation d’énergie comme
dans [7, 5] pour l’équation de diffusion.

Théorème 1.12. On suppose que f P L2
pΩq et α1 “ α2 “ α ą 0 et g0

i P L
2
pΓq pour i “ 1, 2. Alors la suite puki qkPN de

solutions de (3) converge vers la solution u du problème (2) dans H1
pΩiq.

Démonstration. Pour cela, introduisons l’erreur à l’itération k : eki “ uki ´ u, où uki est la solution de (3) et u la solution
de (2). Les équations dans (3) et dans (2) étant linaires par rapport à uki et à u respectivement, alors eki vérifie le
problème :

ceki `∇ ¨ pbeki q ´ ν∆eki “ 0 dans Ωi, (18a)

eki “ 0 sur BΩizΓ, (18b)

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ` αie
k
i “ νBnie

k
j ´

b ¨ ni
2

ek´1
j ` αie

k´1
j sur Γ (18c)

Soit i “ 1 ou i “ 2. On note } ¨ }i “ } ¨ }L2pΩiq
et p¨, ¨qi “ p¨, ¨qL2pΩiq

. On multiplie l’équation (18a) par eki puis on intègre
sur Ωi, on utilise la formule de Green (comme dans la Section 1.1.1), et on utilise que eki “ 0 sur BΩizΓ :

c}eki }
2
i ` ν}∇eki }2i ´

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki

˙

eki dσ “ 0. (19)

Ensuite, pour pouvoir utiliser la condition de transmission, on écrit

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki

˙

eki “
1

4αi

˜

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ` αie
k
i

˙2

´

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ´ αie
k
i

˙2
¸

. (20)

En remplaçant (20) dans (19), on obtient

c}eki }
2
i ` ν}∇eki }2i `

1

4αi

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ´ αie
k
i

˙2

dσ “
1

4αi

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ` αie
k
i

˙2

dσ. (21)

On utilise maintenant la condition de transmission (18c) dans le membre de droite de (21) et on a, avec i=1,2, j=3-i :

c}eki }
2
i ` ν}∇eki }2i `

1

4αi

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ´ αie
k
i

˙2

dσ “
1

4αi

ż

Γ

ˆ

νBnie
k´1
j ´

b ¨ ni
2

ek´1
j ` αie

k´1
j

˙2

dσ

En utilisant que ni “ ´nj le terme de droite sous l’intégrale se réécrit sous la forme
ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ` αie
k
i

˙2

“

ˆ

´νBnj e
k´1
j `

b ¨ nj
2

ek´1
j ` αie

k´1
j

˙2

“

ˆ

νBnj e
k´1
j ´

b ¨ nj
2

ek´1
j ´ αie

k´1
j

˙2

.

Ainsi on a, pour i “ 1, 2 et j “ 3´ i, en faisant l’hypothèse que αi “ αj “ α ą 0 :

c}eki }
2
i ` ν}∇eki }2i `

1

4α

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ´ αe
k
i

˙2

dσ “
1

4α

ż

Γ

ˆ

νBnj e
k´1
j ´

b ¨ nj
2

ek´1
j ´ αek´1

j

˙2

dσ. (22)

Posons

Bk :“
1

4α

2
ÿ

i“1

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ´ αe
k
i

˙2

.

En sommant l’équation (22) sur i (avec j “ 3´ i), on obtient, pour k ě 1 :

c
2
ÿ

i“1

}eki }
2
i ` ν

2
ÿ

i“1

}∇eki }2i `Bk “ Bk´1.

On somme ensuite sur les itérations k :

c
K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

}eki }
2
i ` ν

K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

}∇eki }2i `
K
ÿ

k“1

Bk “
K
ÿ

k“1

Bk´1,

ce qui équivaut, en simplifiant les termes, à

c
K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

}eki }
2
i ` ν

K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

}∇eki }2i `BK “ B0.
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Comme BK ě 0, on a donc

c
K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

}eki }
2
i ` ν

K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

}∇eki }2i ď B0. (23)

On fait maintenant tendre K vers `8, ce qui entraîne que la série
`8
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

}∇eki }2i est convergente. Par conséquent son

terme général tend vers zéro, c’est-à-dire :

lim
kÑ`8

}∇eki }i “ 0, pour i “ 1, 2,

Et par l’inégalité de Poincaré la convergence de }∇eki }i vers 0 lorsque k tend vers 8 assure que }eki }i converge vers 0
lorsque k tend vers 8. Ce qui signifie que uki converge vers u dans H1

pΩiq
1.

Remarque 1.13. Notons que si c>0, de (23) on a aussi la convergence de la série de terme général }eki }i, ce qui
permet, dans le cas où l’on a une condition de Robin sur tout le bord du sous-domaine, d’avoir toujours la convergence
dans H1

pΩiq (sans utiliser l’inégalité de Poincaré, qui n’est plus vraie dans ce cas).

2 Problème d’advection-diffusion dépendant du temps

Soit Ω un ouvert borné de R2, régulier (ou polygone convexe). On considère la résolution du problème d’advection-
diffusion suivant :

chercher u “ upx, tq tel que

Btu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u “ f dans Ωˆs0, T r, (24a)
up¨, 0q “ u0 dans Ω, (24b)

u “ 0 sur BΩˆs0, T r, (24c)

avec ν ą 0 la diffusion, b “ bpxq le champ de vitesse (tel que ∇ ¨ b “ 0), f “ fpx, tq le terme source, et u0 “ u0pxq la
conditions initiale.

Existence de solutions faibles

Dans cette section on admet des résultats extraits de [2] (cas b “ 000) et [8] (cas b quelconque). On “sépare” la variable
temporelle en voyant upx, tq comme une fonction de t à valeurs dans un espace de fonctions de la variable x :

u : t ÞÑ tx ÞÑ upx, tqu.

Pour définir une solution “faible”, on introduit alors les espaces suivants :
˛ C0

p0, T ;L2
pΩqq : l’espace des fonctions continues sur r0, T s à valeurs dans L2

pΩq.

˛ L2
p0, T ;H1

0 pΩqq :“

"

u : r0, T s Ñ H1
0 pΩq;

ż T

0

}∇uptq}2L2pΩqdt ă 8

*

,

˛ H´1
pΩq : espace dual de H1

0 pΩq. C’est un espace de Hilbert pour la norme duale notée } ¨ }´1 On peut identifier
les éléments de H´1

pΩq à des distributions (voir [2]).

˛ L2
p0, T ;H´1

pΩqq :“

"

u : r0, T s Ñ H´1
pΩq;

ż T

0

}uptq}2´1dt ă 8

*

.

La formulation variationnelle de (24) s’obtient en multipliant (24a) par v P V0 puis en intégrant sur Ω et en utilisant
les résultats de [2] page 116 (pour le terme avec la dérivée en temps) et la formule de Green (comme dans la section 1) :

d

dt
puptq, vqL2pΩq `

1

2

ż

Ω

`

pb ¨∇uqv ´ b ¨∇vqu
˘

dx` ν

ż

Ω

∇u ¨∇vdx “
ż

Ω

fvdx, @v P V0, (25a)

up0q “ u0. (25b)

Definition 2.1 (solution faible). Soit u P L2
p0, T ;H1

0 pΩqq telle que Bu
Bt
P L2

p0, T ;H´1
pΩqq. On dit que u est une solution

faible de (24) si elle vérifie (25) ( qui est au sens des distributions dans s0, T r).

Théorème 2.2. Si b P pL8pΩqq2, f P L2
pΩˆs0, T rq, alors le problème (24) a une unique solution faible u dans

L2
p0, T ;H1

0 pΩqq X C0
p0, T ;L2

pΩqq.

Démonstration. Ce théorème est montré dans [2] (cas b “ 000) et [8] (cas b quelconque), et on l’admet ici.
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Figure 2: Décomposition de Ω en deux sous-domaines, sans recouvrement

Algorithme de Schwarz avec conditions de Robin

On découpe le domaine Ω en deux sous-domaines sans recouvrement : Ω “ Ω1YΩ2, avec Γˆ r0, T s l’interface entre
les sous-domaines, comme par exemple sur la Figure 2.

L’algorithme de Schwarz (ou de “relaxation d’onde”) avec condition de Robin s’écrit :

Algorithm 2 (Schwarz avec Robin pour l’équation d’advection-diffusion instationnaire)

Choisir une donnée initiale de Robin g0
1 , g

0
2 sur Γˆs0, T r

for k “ 1, 2,...
1. Résoudre le problème local de Robin

Btu
k
i `∇ ¨ pbuki q ´ ν∆uki “ f dans Ωiˆs0, T r, (26a)

uki “ u0 dans Ω (26b)

uki “ 0 sur pBΩi X BΩqˆs0, T r, (26c)

νBniu
k
i ´

b ¨ ni
2

uki ` αiu
k
i “ gk´1

i sur Γˆs0, T r (26d)

2. Mettre à jour le terme de Robin à l’interface espace-temps :

gki “ νBniu
k
j ´

b ¨ ni
2

ukj ` αiu
k
j sur Γˆs0, T r, j “ 3´ i, i “ 1, 2. (27)

end for

Remarque 2.3. En pratique, pour calculer gki , il n’est pas nécessaire de calculer le terme Bniu
k
j sur Γˆs0, T r. En effet,

de (26d) et (27) on peut montrer (comme à la Remarque 1.4), pour k ě 1 :

gki “ ´g
k´1
j ` pα1 ` α2qu

k
i , j “ 3´ i, i “ 1, 2. (28)

(à détailler)

2.1 Caractère bien défini de l’algorithme de Schwarz
Pour montrer que l’algorithme 2 est bien défini, il faut montrer d’une part que chaque problème local (26) à une

unique solution, pour f P L2
pΩiˆs0, T rq et gki P L2

pΓˆs0, T rq donnés, et d’autre part qu’en supposant g0
i P L

2
pΓˆs0, T rq

pour i “ 1, 2, on aura bien gki P L2
pΓˆs0, T rq pour i “ 1, 2, et pour tout k ě 0.

2.1.1 Etude du problème local de Robin

Soit k P N˚ et i P v1, 2w. Posons u “ uki , O “ Ωi, g “ gki , n “ ni, α “ αi ą 0. On étudie alors le problème :

Btu`∇ ¨ pbuq ´ ν∆u “ f dans Oˆs0, T r, (29a)
up¨, 0q “ u0 dans Ω, (29b)

u “ 0 sur pBO X BΩqˆs0, T r, (29c)

νBnu´
b ¨ n

2
u` αu “ g sur Γˆs0, T r (29d)

1. sur Vi “ tv P H1pΩiq; v “ 0 sur BΩizΓu, }∇p¨q}i est une norme équivalente à la norme } ¨ }H1pΩiq
d’après l’inégalité de

Poincaré.
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Definition 2.4 (solution faible). Soit u P L2
p0, T ;V pOqq telle que Bu

Bt
P L2

p0, T ;V 1pOqq. On dit que u est une solution
faible de (29) si elle vérifie :

d

dt
puptq, vqL2pOq `

1

2

ż

O

`

pb ¨∇uqv ´ b ¨∇vqu
˘

dx` ν

ż

O
∇u ¨∇vdx`

ż

Γ

αuvdσ “

ż

O
fvdx`

ż

Γ

gvdσ, @v P V,

up0q “ u0.

Théorème 2.5. Si b P pL8pOqq2, f P L2
pOˆs0, T rq, et g P L2

pΓˆs0, T rq, alors le problème (29) a une unique solution
faible u dans L2

p0, T ;V pOqq X C0
p0, T ;L2

pOqq.

Démonstration. Ce théorème est montré dans [8], on l’admet ici.

Théorème 2.6. Si g0
i P L

2
pΓˆs0, T rq, pour i “ 1, 2, alors l’algorithme 2 est bien défini.

Démonstration. D’après le Théorème 2.5, il suffit de montrer que gki P L2
pΓq, pour i “ 1, 2 pour tout k ě 0. On procède

par récurrence sur k, en utilisant (28) (comme à la section (1)).

2.2 Convergence de l’algorithme de Schwarz

Théorème 2.7. On suppose que f P L2
pΩiˆs0, T rq et α1 “ α2 “ α ą 0 et g0

i P L
2
pΓˆs0, T rq. Alors la suite puki qkPN de

solutions de (26) converge vers la solution u du probleme (24) dans L2
p0, T ;H1

0 pΩiqq.

On utilise la même méthode de l’estimation de l’énergie que dans le cas 1.2. Soit k P N˚ et i P v1, 2w. Posons u “ uki ,
g “ gki , α “ αi ą 0. Introduisons l’erreur à l’itération k : eki “ uki ´ u, où uki est la solution de (26) et u la solution
de (24). Les équations dans (26) et dans (24) étant linéaires par rapport à uki et à u respectivement, alors eki vérifie le
problème :

Bte
k
i `∇ ¨ pbeki q ´ ν∆eki “ 0 dans Ωiˆs0, T r, (31a)

eki p¨, 0q “ 0 dans Ω, (31b)

eki “ 0 sur pBΩi X BΩqˆs0, T r, (31c)

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ` αe
k
i “ νBnie

k´1
j ´

b ¨ ni
2

ek´1
j ` αek´1

j sur Γˆs0, T r (31d)

L’équation (31d) est obtenue en utilisant la linéarité des opérateurs ainsi que la mise à jour de la condition de
Robin (27).
Soit i “ 1 ou i “ 2. On note } ¨ }i “ } ¨ }L2pΩiq

et p¨, ¨qi “ p¨, ¨qL2pΩiq
. On multiplie l’équation (31a) par eki puis on intègre

sur Ωi, on utilise la formule de Green (comme dans la Section 1.1.1), et on utilise que eki “ 0 sur pBΩi X BΩqˆs0, T r :
ż

Ωi

pBte
k
i qe

k
i dx` ν}∇eki }2i ´

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki

˙

eki dσ “ 0. (32)

Mais
ż

Ωi

pBte
k
i qe

k
i dx “

ż

Ωi

1

2
Btppe

k
i q

2
q “

1

2

d

dt
}eki ptq}

2
i voir [2] page 116, donc :

1

2

d

dt
}eki ptq}

2
i ` ν}∇eki }2i ´

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki

˙

eki dσ “ 0. (33)

Ensuite, pour pouvoir utiliser la condition de transmission, on écrit :
ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki

˙

eki “
1

4αi

˜

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ` αie
k
i

˙2

´

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ´ αie
k
i

˙2
¸

. (34)

En remplaçant (34) dans (33), on obtient :

1

2

d

dt
}eki ptq}

2
i ` ν}∇eki }2i `

1

4αi

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ´ αie
k
i

˙2

dσ “
1

4αi

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ` αie
k
i

˙2

dσ.

En intégrant par rapport au temps, entre 0 et t, on a :

1

2
}eki ptq}

2
i ´

1

2
}eki p0q}

2
i ` ν

ż t

0

}∇eki psq}2i ds`
1

4αi

ż t

0

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ´ αie
k
i

˙2

dσ “
1

4αi

ż t

0

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ` αie
k
i

˙2

dσ.

Mais d’après (31b), on a }eki p0q}2i “ 0, donc finalement :

1

2
}eki ptq}

2
i ` ν

ż t

0

}∇eki psq}2i ds`
1

4αi

ż t

0

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ´ αie
k
i

˙2

dσ “
1

4αi

ż t

0

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ` αie
k
i

˙2

dσ.

(35)
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On utilise maintenant la condition de transmission (31d) dans le membre de droite de (35) et on a, avec i=1,2, j=3-i :

1

2
}eki ptq}

2
i ` ν

ż t

0

}∇eki psq}2i ds`
1

4αi

ż t

0

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ´ αie
k
i

˙2

dσ “
1

4αi

ż t

0

ż

Γ

ˆ

νBnie
k´1
j ´

b ¨ ni
2

ek´1
j ` αie

k´1
j

˙2

dσ

En utilisant que ni “ ´nj le terme de droite sous l’intégrale se réécrit sous la forme
ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ` αie
k
i

˙2

“

ˆ

´νBnj e
k´1
j `

b ¨ nj
2

ek´1
j ` αie

k´1
j

˙2

“

ˆ

νBnj e
k´1
j ´

b ¨ nj
2

ek´1
j ´ αie

k´1
j

˙2

.

Ainsi on a, pour i “ 1, 2 et j “ 3´ i, en faisant l’hypothèse que αi “ αj “ α ą 0 :

1

2
}eki ptq}

2
i ` ν

ż t

0

}∇eki psq}2i ds`
1

4α

ż t

0

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ´ αe
k
i

˙2

dσ “
1

4α

ż t

0

ż

Γ

ˆ

νBnj e
k´1
j ´

b ¨ nj
2

ek´1
j ´ αek´1

j

˙2

dσ.

(36)

Posons

Bkptq :“
1

4α

2
ÿ

i“1

ż t

0

ż

Γ

ˆ

νBnie
k
i ´

b ¨ ni
2

eki ´ αe
k
i

˙2

.

En sommant l’équation (36) sur i (avec j “ 3´ i), on obtient, pour k ě 1 :

2
ÿ

i“1

1

2
}eki ptq}

2
i ` ν

2
ÿ

i“1

ż t

0

}∇eki psq}2i ds`Bkptq “ Bk´1ptq.

On somme ensuite sur les itérations k :

1

2

K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

}eki ptq}
2
i ` ν

K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

ż t

0

}∇eki psq}2i ds`
K
ÿ

k“1

Bkptq “
K
ÿ

k“1

Bk´1ptq,

ce qui équivaut, en simplifiant les termes, à

1

2

K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

}eki ptq}
2
i ` ν

K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

ż t

0

}∇eki psq}2i ds`BKptq “ B0ptq.

Comme BKptq ě 0, on a donc

K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

}eki ptq}
2
i ` 2ν

K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

ż t

0

}∇eki psq}2i ds ď 2B0ptq.

Comme l’expression ci-dessus est valable @t P r0;T s, on peut donc écrire :

K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

}eki pT q}
2
i ` 2ν

K
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

ż T

0

}∇eki psq}2i ds ď 2B0pT q

On fait maintenant tendre K vers `8, ce qui entraîne que la série
`8
ÿ

k“1

2
ÿ

i“1

ż T

0

}∇eki psq}2i ds est convergente. Par

conséquent son terme général tend vers zéro, c’est-à-dire :

lim
kÑ`8

ż T

0

}∇eki psq}ids “ 0, pour i “ 1, 2,

ce qui signifie que uki converge vers u dans L2
p0, T ;H1

0 pΩiqq.

3 Discrétisation des problèmes global et local d’advection-diffusion
dépendant du temps

3.1 Discréatisation en temps du problème global

Soit Ω un ouvert borné de R2, régulier (ou polygone convexe). Dans cette partie, on cherche à discrétiser le problème
d’advection-diffusion (24).

Soit r0, T s notre intervalle de temps sur lequel on souhaite discrétiser notre problème. Soit N P N et soit δT tel que

δT :“ T
N
. Ainsi, on construit la suite ptnq0ďnďN telle que @ P v0, Nw, tn “ nδT et r0, T s “

N´1
ď

n“0

rtn; tn`1s.
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Par ailleurs, en considérant u définie comme la solution du problème (24), on a que up., t`δT q “ up., tq`δTBtpup., tqq`
OpδT q @t P r0, T s, par Taylor-Lagrange à l’ordre 1. Et en posant wn :“ up., tnq, on a :

Btpup., tnqq “
wn`1

´ wn

δT
`OpδT q @n P v0, N ´ 1w

Enfin, en supposant b P pL8pΩqq2, f P L2
pΩˆs0, T rq, on peut approcher une solution de (24) à tn, un tel que :

un`1

δT
` b∇un`1

´ ν∆un`1
“ fn`1

`
un

δT
@n P v0, N ´ 1w (37)

u0
“ u0 dans Ω (38)

un`1
“ 0 sur BΩ (39)

avec fn :“ fp., tnq @n P v0, Nw. Notons que le problème est bien posé (cf théorème 1.3 avec c “ 1
δT

).

Pour n P v0, N ´ 1w fixé, on a la formulation variationnelle semi-discrète suivante : Trouver un dans H1
0 pΩq tel que

apun`1, vq “ lnpvq @v P H1
0 pΩq (40)

avec apun`1, vq “
1

δT

ż

Ω

un`1vdx`
1

2

ż

Ω

`

pb ¨∇un`1
qv ´ b ¨∇vqun`1

˘

dx` ν

ż

Ω

∇un`1
¨∇vdx (41)

et lnpvq “
ż

Ω

fn`1vdx`
1

δT

ż

Ω

unvdx (42)

avec l0pvq “
ż

Ω

fvdx`
1

δT

ż

Ω

u0vdx (43)

3.2 Elements finis non conformes pour le problème global
Pour la discrétisation en espace, nous allons utiliser une approximation non conforme, le schéma de Crouzeix Raviart

qui est étudié dans [3]. L’avantage des schémas non conformes est qu’ils sont plus stables et permettent de gérer les
problèmes de discontinuité.
On définit une triangulation régulière τh de Ω, et on note :

˛ Γh :“ l’ensemble des arêtes de τh
˛ Γ0h :“ te P Γh; e se trouve sur BΩu

Cela nous permet de définir l’espace des éléments finis non conformes suivant :
˛ Vh :“ tvh P L

2
pΩq; vh|T P P1pT q,@T P τh; vh continu au milieu de l’arête, e @e P Γhu

˛ V0h :“ tvh P Vh; vh “ 0 au milieu de l’arête e @e P Γ0hu

Le problème avec les éléments finis non conformes est que Vh Ć H1
0 pΩq, de ce fait ∇u et ∇v ne sont a priori pas définis

partout dans Ω, mais uniquement sur chaque élément T P τh . On utilisera donc à la place de "a", la forme bilinéaire
"ah" suivante :

ahpuh, vhq “
1

δT

ż

Ω

uhvhdx`
1

2

ÿ

TPτh

ż

T

`

pb ¨∇uhqvh ´ b ¨∇vhquh
˘

dx` ν
ÿ

TPτh

ż

T

∇uh ¨∇vhdx (44)

On trouve donc pour n P v0, N ´ 1w fixé, la formulation variationnelle discrète suivante :

Trouver un`1
h P V0h tel que : ahpun`1

h , vhq “ lnpvhq @vh P V0h, @n P v0, N ´ 1w (45)

Remarque 3.1. À ce stade et grâce à [1] et à [3], on peut conclure que notre schéma nous permet d’aboutir à une
solution approchée uh de u telle que : uh “ u`OpδT q `Oph2

q où h est le pas de notre maillage.

3.3 Discréatisation en temps du problème local

Soit O “ Ωi, i “ 1, 2 un ouvert borné de R2, régulier (ou polygone convexe) et n la normale sortante de cet ouvert.
Dans cette partie, on cherche à discrétiser le problème local d’advection-diffusion (29). On raisonne de la même façon que
dans la section 3.1. Soit r0, T s notre intervalle de temps sur lequel on souhaite discrétiser notre problème. Soit N P N et

soit δT tel que δT :“ T
N
. Ainsi, on construit la suite ptnq0ďnďN telle que tn “ nδT, @ P v0, Nw et r0, T s “

N´1
ď

n“0

rtn; tn`1s.
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Enfin, en supposant b P pL8pOqq2, f P L2
pOˆs0, T rq et g P L2

pΓˆs0, T rq, on a alors que l’on peut approcher une
solution de (29) à t fixé par un tel que :

un`1

δT
`∇ ¨ pbun`1

q ´ ν∆un`1
“ fn`1

`
un

δT
@n P v0, N ´ 1w, (46a)

u0
“ u0 dans O, (46b)

un`1
“ 0 sur pBO X BΩq, (46c)

νBnu
n`1

´
b ¨ n

2
un`1

` αun`1
“ gn`1 sur Γ (46d)

avec fn :“ fp., tnq @n P v0, Nw, et gn :“ gp., tnq @n P v0, Nw. Notons que le problème est bien posé (cf théorème
1.8 avec c “ 1

δT
).

On obtient donc la formulation variationnelle semi-discrète suivante : Trouver un dans V pOq tel que

aRpun`1, vq “ lRn pvq @v P V pOq (47)

avec aRpun`1, vq “
1

δT

ż

O
un`1vdx`

1

2

ż

O

`

pb ¨∇un`1
qv ´ b ¨∇vqun`1

˘

dx` ν

ż

O
∇un`1

¨∇vdx` α
ż

Γ

un`1vdx (48)

et lRn pvq “
ż

O
fn`1vdx`

1

δT

ż

O
unvdx`

ż

Γ

gn`1vdx (49)

avec lR0 pvq “
ż

O
fvdx`

1

δT

ż

O
u0vdx`

ż

Γ

gvdx (50)

3.4 Elements finis non conformes pour le problème local
On réutilise dans les sous-domaines, le même schéma que dans la section 3.2. Nous sommes confrontés au même

problème de définition des termes ∇uh et ∇vh sur O auquel s’ajoute un problème de définition de la trace de uh sur Γ.
Cependant, on peut définir la trace de uh localement sur chaque arête de Γ, car uh est P1 sur chaque triangle T. Ainsi
on utilisera, pour un temps fixé, la forme bilinéaire suivante sur Vh :

aRh puh, vhq “
1

δT

ż

O
uhvhdx`

1

2

ÿ

TPτh

ż

T

`

pb ¨∇uhqvh ´ b ¨∇vhquh
˘

dx` ν
ÿ

TPτh

ż

T

∇uh ¨∇vhdx` α
ÿ

EPΓ

ż

E

uhvhdx

(51)

On trouve la formulation variationnelle discrète suivante :

Trouver un`1
h P V0h tel que, aRh pu

n`1
h , vhq “ lRn pvhq @vh P V0h, @n P v0, N ´ 1w (52)

Remarque 3.2. À la différence du schéma sur le problème global, nous n’avons pas de source nous donnant l’ordre de
l’erreur de la solution approchée, fournie par notre schéma, sur la solution réelle du problème, dans le cas d’une condition
de Robin. Cependant, nous faisons encore l’hypothèse que notre schéma nous permet d’aboutir à une solution approchée
uh de u telle que : uh “ u`OpδT q `Oph2

q où h est le pas de notre maillage. C’est ce que nous allons tenter de valider
numériquement.

3.5 Écriture du système linéaire
Pour les éléments finis non conformes nous allons définir une base V0h formés des fonctions élémentaires suivantes :

pψjq1ďjďP telle que :
Les points pxjq1ďjďP sont les milieux des arêtes des triangles et ψjpxiq “ 1 si i “ j, 0 si i ‰ j, et soit P1 par morceaux
dans V0h.
Maintenant, on souhaite se ramener à un système linéaire. On a uh P V0h et tψju1ďjďP base de V0h donc un`1

h “
P
ÿ

j“1

Un`1
j ψj donc pour vh “ ψi on a :

ahpu
n`1
h , ψiq “ lnpψiq @i P v1, P w (53)

avec ahp
P
ÿ

j“1

Un`1
j ψj , ψiq “

P
ÿ

j“1

Un`1
j ahpψj , ψiq (54)

Donc la formulation variationnelle discrète se réecrit sous la forme suivante :

P
ÿ

j“1

Un`1
j ahpψj , ψiq “ lnpψiq @i P v1, P w (55)
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On pose Ai,j “ ahpψj , ψiq et ki “ lnpψiq.
On se retrouve donc avec le système linéaire suivant ;

AU “ k (56)

A P MP pRq tel que pAqi,j “ Ai,j et k P RP . (57)

4 Résultats numériques

Dans cette partie, nous présentons quelques résultats numériques pour illustrer les résultats théoriques des précédentes
sections (dans le cas instationnaire), et montrer l’influence du paramètre de Robin sur la convergence de la méthode DD.
On présente aussi deux simulations plus “réalistes” avec différentes vitesses d’advection.

L’implémentation de la méthode a été faite en Freefem++, à partir d’un code résolvant l’équation de la chaleur,
avec deux sous-domaines, fourni par Mme Japhet. Après avoir fait varier les paramètres du code de diffusion, pour bien
le maîtriser, nous avons étendu ce code au problème d’advection-diffusion, et réalisé différents tests (dont certains sont
présentés ci-dessous) de façon à vérifier : 1) le solveur dans un sous-domaine ; 2) les transferts au niveau des interfaces.
Pour le point 1) nous avons regardé l’ordre du schéma (bien que nous n’ayons pas trouvé d’analyse du schéma pour
l’équation d’advection-diffusion avec Robin, on a essayé de voir si l’on retrouve l’ordre théorique du schéma vu dans la
section précédente). Pour 2), on a vérifié de deux façons : (a) en initialisant l’algorithme sur l’interface par l’opérateur de
Robin appliqué à la solution exacte. Dans ce cas dès les premières itérations, l’erreur entre la solution DD et la solution
exacte est l’erreur du schéma ; (b) en initialisant l’algorithme sur l’interface par des valeurs aléatoires entre 0 et 1, et en
vérifiant que l’erreur, entre les solutions DD et monodomaine, tend vers environ 10´16 (la précision machine).

Le critère d’arrêt est le nombre d’itérations de DD. Un autre critère serait d’imposer que les sauts des quantités de Ro-
bin sur l’interface soit plus petit qu’une tolérance fixée. Les erreurs relatives sont calculées dans la norme L8p0, T ;L2

pΩqq.
Le domaine global est Ω “s0, 1rˆs0, 1r.

On considère deux types de vitesse d’advection : une vitesse tournante (voir Figure 3 à gauche), donnée par :

b “

ˆ

´ sin
´

πpy ´
1

2
q

¯

cos
´

πpx´
1

2
q

¯

, cos
´

πpy ´
1

2
q

¯

sin
´

πpx´
1

2

¯

˙

, (58)

et une vitesse de tourbillon en partant d’une gaussienne (voir Figure 3 à droite), obtenue sur [4] :

b “
`

´p4y ´ 2q{p2πpp4x´ 2q2 ` p4y ´ 2q2 ` 0.05qq, p4x´ 2q{p2πpp4x´ 2q2 ` p4y ´ 2q2 ` 0.05qqq
˘

(59)
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Figure 3: Vitesse tournante (à gauche), vitesse courbe (à droite)

4.1 Validation du solveur monodomaine et de celui de Robin dans un sous-domaine
Dans cette section nous souhaitons vérifier l’erreur du schéma (en temps et en espace). Pour cela on va choisir les

données de sorte que l’on connait la solution exacte (afin de calculer l’erreur entre les solutions DD convergée et exacte).
On considèrera ci-dessous ν “ 0.1 et la vitesse tournante b définie par (58), et deux cas de solution exacte. Le temps
final est T “ 1. Le paramètre de Robin est fixé à α1 “ α2 “ α “ 1.1 (il correspond à une valeur proche de la valeur
optimale, voir la section 4.2).

L’interface est Γ “ t0.6uˆs0, 1r. Nous allons regarder l’erreur pour trois maillages différents, représentés sur la
Figure 4, ayant respectivement 1362, 5040, et 21210 triangles.
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Figure 4: Différents maillages

Cas 1

Le second membre f , ainsi que les valeurs de la condition intiale u0 et de la condition de Dirichlet uD (sur le bord
de Ω) sont choisis tels que la solution exacte du problème (24) est

upx, tq “ cospπyq sinpπxq cosp2πtq, @x “ px, yq P Ω, @t P p0, T q. (60)

Sur la table 1 à gauche, les valeurs de h (pratiquement) et de δT initiales sont divisées par 2, puis par 4, et l’on observe
bien une erreur divisée par 2 à chaque raffinement, qui correspond à OpδT q. Sur la table 2 à gauche, la valeur de h
est divisée par 2, puis par 4, et la valeur de δT est divisée par 4, puis par 8 (de sorte que δT est proportionnel à h2).
On observe alors une erreur divisée par 4 à chaque raffinement, qui correspond à Oph2

q. Cela correspond aux ordres
théoriques de la section précédente.

h 0.06346 0.03284 0.01581

δT 0.0625 0.03125 0.015625

erreur relative 0.126785 0.066097 0.0338225

h 0.06346 0.03284 0.01581

δT 0.0625 0.015625 0.00390625

erreur relative 0.126785 0.03382 0.00862167

Table 1: Cas 1 (monodomaine) : erreur relative (entre les solutions DD et exacte) en fonction de h et de δT ,
pour observer OpδT q (à gauche) et Oph2q (à droite)

Sur la table 2 on regarde l’évolution de l’erreur pour le problème de Robin dans un sous-domaine en raffinant les
maillages en espace et temps de la même façon que pour le cas monodomaine. On observe à nouveau un ordre en
OpδT q `Oph2

q (bien que l’on ai pas trouvé de résultat théorique pour ce schéma avec Robin).

h 0.06346 0.03284 0.01581

δT 0.0625 0.03125 0.015625

err. relative (Ω1) 0.128749 0.0671048 0.034396

err. relative (Ω2) 0.124736 0.0650466 0.0332845

h 0.06346 0.03284 0.01581

δT 0.0625 0.015625 0.00390625

err. relative (Ω1) 0.128749 0.0344072 0.00875966

err. relative (Ω2) 0.124736 0.0332849 0.00845237

Table 2: Cas 1 (sous-domaine avec Robin) : Erreur relative (entre les solutions DD et exacte) en fonction de
h et de δT , pour observer OpδT q (à gauche) et Oph2q (à droite)

Cas 2

Les données f , u0 et uD sont choisis tels que la solution exacte du problème (24) est

upx, tq “ pt2 ` 1q cospπyq sinpπxq, @x “ px, yq P Ω, @t P p0, T q. (61)

Sur la table 3 à gauche, on représente les valeurs de l’erreur pour le problème de Robin dans un sous-domaine en raffinant
les maillages comme dans les cas précédents. On observe à nouveau un ordre en OpδT q`Oph2

q (on a affiché le maximum
de l’erreur sur les deux sus-domaines).
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h 0.06346 0.03284 0.01581

δT 0.0625 0.03125 0.015625

erreur relative 0.005668 0.002638 0.001297

h 0.06346 0.03284 0.01581

δT 0.0625 0.015625 0.00390625

erreur relative 0.005668 0.001395 0.000335

Table 3: Cas 2 (sous-domaine avec Robin) : Erreur relative (entre les solutions DD et exacte) en fonction de
h et de δT , pour observer OpδT q (à gauche) et Oph2q (à droite)

4.2 Validation des conditions de transmission
On considère les mêmes données que dans le cas 2 de la section précédente, avec le maillage de gauche sur la Figure 4,

et δT “ 0.0625. Sur la table 4, on initialise l’algorithme sur l’interface en prenant les opérateurs de Robin (de chaque
sous-domaines) appliqués à la solution exacte, c’est-à-dire g0

1 “ pνBx ´
bx
2
` αqu et g0

1 “ p´νBx `
bx
2
` αqu. Dans ce cas,

on observe que l’erreur du schéma est atteinte dès les premières itérations (i.e. l’erreur entre la solution DD et la solution
exacte a atteint l’erreur du schéma).

Sur la table 5, on initialise l’algorithme sur l’interface par des valeurs aléatoires entre 0 et 1. On observe que l’erreur,
entre les solutions DD et monodomaine, tend vers environ 10´16 (i.e. la précision machine) au bout de 29 itérations, et
donc que la solution DD converge vers la solution monodomaine (aux erreurs d’arrondis près).

Itération 1 3 20

Erreur relative puDD ´ uq|Ω1 0.00415 0.00505 0.00507

Erreur relative puDD ´ uq|Ω2
0.00349 0.00550 0.00567

Table 4: Erreur relative au cours des itérations, entre les solutions DD et exacte

Itération 1 2 5 29

Erreur relative puDD ´ umonoq|Ω1
0.00132 0.00066 5.66e-05 7.64e-16

Erreur relative puDD ´ umonoq|Ω2 0.00289 0.00104 5.36e-05 6.36e-16

Table 5: Erreur relative au cours des itérations, entre les solutions DD et monodomaine

Nous avons également regardé la convergence dans le cas 1 de la section précédente, et l’on trouve une erreur de
9.20522.10´16 dans Ω1, et 8.14136.10´16 dans Ω2 après 59 itérations.

4.3 Solution DD au cours des itérations, pour différents paramètres de Robin
Dans cette partie, nous illustrons par différents tests l’influence du paramètre de Robin sur la convergence de la

méthode DD. Nous reprenons à nouveau les mêmes données et maillage que dans la section 4.2. Nous considérons un
seul paramètre α1 “ α2 “ α. L’algorithme est initialisé en prenant, pour les valeurs de Robin sur l’interface, des valeurs
aléatoires comprises entre 0 et 1. A convergence on s’attend à avoir u1 “ u2 sur l’interface ainsi que l’égalité des flux
(qui sont des conditions vérifiées par la solution du problème continu).

Sur les Figures 5, 6 et 7, on considère respectivement trois valeurs du paramètre de Robin : α “ 0.1, α “ 1 et α “ 10.
Pour chaque valeur, on représente la solution au temps final T , pour les 4 premières itérations de DD. On observe que
pour α “ 1, après 4 itérations, la solution DD (et sa dérivée en x) est pratiquement continue à l’interface, visuellement.
En revanche α “ 0.1 et α “ 10, la solution DD (et sa dérivée en x) ne se raccorde pas au niveau de l’interface après
4 itérations. Ceci signifie qu’il faut plus d’itérations (donc que la convergence est plus lente) pour obtenir une solution
continue visuellement.

Pour affiner la recherche du meilleur α, sur la table 6 on montre l’erreur après 6 itérations (entre les solutions DD et
monodomaine) en fonction de α, toujours en partant de valeurs aléatoires sur l’interface, pour des valeurs proches de la
valeur α “ 1. On trouve alors une valeur optimale autour de 1.1.

α 0.5 0.9 1.1 1.3 1.7 2

Erreur relative puDD ´ umonoq|Ω1
0.00291 0.00068 0.00041 0.00102 0.00441 0.00705

Erreur relative puDD ´ umonoq|Ω2 0.00312 0.00081 0.00045 0.00025 0.00121 0.00279

Table 6: Erreur relative au cours des itérations de DD entre les solutions DD et monodomaine
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IsoValue
-3.43829
-3.00768
-2.7206
-2.43352
-2.14644
-1.85937
-1.57229
-1.28521
-0.998136
-0.711059
-0.423981
-0.136904
0.150173
0.43725
0.724328
1.0114
1.29848
1.58556
1.87264
2.59033

IsoValue
-2.34761
-1.96774
-1.7145
-1.46126
-1.20801
-0.954772
-0.701529
-0.448286
-0.195043
0.0581996
0.311442
0.564685
0.817928
1.07117
1.32441
1.57766
1.8309
2.08414
2.33738
2.97049

IsoValue
-2.93719
-2.5481
-2.28871
-2.02932
-1.76993
-1.51053
-1.25114
-0.99175
-0.732358
-0.472967
-0.213575
0.0458169
0.305209
0.564601
0.823992
1.08338
1.34278
1.60217
1.86156
2.51004

IsoValue
-2.31193
-1.95669
-1.71986
-1.48303
-1.2462
-1.00936
-0.772534
-0.535703
-0.298873
-0.062042
0.174789
0.411619
0.64845
0.885281
1.12211
1.35894
1.59577
1.8326
2.06943
2.66151

Figure 5: Evolution de la solution DD au cours des 4 premières itérations, avec α “ 0.1

IsoValue
-2.38042
-2.03482
-1.80442
-1.57401
-1.34361
-1.11321
-0.882806
-0.652403
-0.422
-0.191597
0.0388057
0.269209
0.499611
0.730014
0.960417
1.19082
1.42122
1.65163
1.88203
2.45804

IsoValue
-2.23638
-1.91797
-1.70569
-1.49341
-1.28114
-1.06886
-0.856585
-0.644308
-0.432031
-0.219755
-0.00747795
0.204799
0.417075
0.629352
0.841629
1.05391
1.26618
1.47846
1.69074
2.22143

IsoValue
-2.21404
-1.89695
-1.68556
-1.47417
-1.26278
-1.05139
-0.840002
-0.628612
-0.417222
-0.205832
0.00555873
0.216949
0.428339
0.639729
0.85112
1.06251
1.2739
1.48529
1.69668
2.22516

IsoValue
-2.21525
-1.89836
-1.6871
-1.47584
-1.26458
-1.05332
-0.842057
-0.630797
-0.419537
-0.208277
0.00298321
0.214243
0.425503
0.636763
0.848023
1.05928
1.27054
1.4818
1.69306
2.22121

Figure 6: Evolution de la solution DD au cours des 4 premières itérations, avec α “ 1.

IsoValue
-2.4236
-2.08201
-1.85429
-1.62656
-1.39884
-1.17111
-0.943388
-0.715663
-0.487938
-0.260213
-0.0324875
0.195238
0.422963
0.650688
0.878413
1.10614
1.33386
1.56159
1.78931
2.35863

IsoValue
-2.31956
-1.98959
-1.76961
-1.54963
-1.32964
-1.10966
-0.88968
-0.669698
-0.449716
-0.229734
-0.00975196
0.21023
0.430212
0.650194
0.870176
1.09016
1.31014
1.53012
1.7501
2.30006

IsoValue
-2.2576
-1.93389
-1.71807
-1.50226
-1.28645
-1.07064
-0.854824
-0.639011
-0.423199
-0.207386
0.00842644
0.224239
0.440051
0.655864
0.871676
1.08749
1.3033
1.51911
1.73493
2.27446

IsoValue
-2.24155
-1.92052
-1.7065
-1.49248
-1.27846
-1.06444
-0.850423
-0.636403
-0.422384
-0.208364
0.00565597
0.219676
0.433695
0.647715
0.861735
1.07575
1.28977
1.50379
1.71781
2.25286

Figure 7: Evolution de la solution DD au cours des 4 premières itérations, avec α “ 10

4.4 Cas test “réaliste” 1
Dans cette section on souhaite faire un cas plus "réaliste" (ou plus "physique") pour lequel on ne connait pas la

solution exacte. On prend une interface horizontale Γ “ ty “ 0.4uˆs0, T r (voir la Figure 8 en haut). Le maillage a 21110
triangles, avec un pas h “ 0.0162581 et le pas de temps est δT “ 0.015625.

On choisit comme champ de vitesse la vitesse tournante (58). Le paramètre de diffusion est ν “ 0.005, le second
membre est f “ 0, la condition initiale est u0px, yq “ 1´ y et la condition de Dirichlet uD (sur le bord de Ω) vaut 1 en
y “ 0 et zéro sur les autres bords de Ω, on aura ainsi une zone près de l’axe y “ 0 où la solution varie rapidement.

Observations sur la figure 9

On observe que l’advection prend le pas sur la diffusion et la rotation de l’advection se fait bien dans le même sens
que le champ de vitesse (58). On note aussi que les bords initialisés comme nuls restent nuls. On remarque aussi que,
sur le bord choisi avec une condition de Dirichlet fixée à 1, il y a formation d’une couche limite (i.e. une zone très mince
où la solution varie très rapidement).

Interprétations sur la figure 9

Le fait que notre solution, au cours du temps, soit très influencée par le champ de vitesse et peu influencée par la
diffusion vient du fait que l’on a choisi ν “ 0.005 donc très faible. La création de la couche limite sur le bord du bas
provient aussi de la fort influence de la vitesse b.

4.5 Cas test “réaliste” 2
Dans cette section on prend une Gaussienne centrée en (0.8,0.5) comme condition initiale (comme une source d’un

polluant), un tourbillon pour la vitesse (voir Figure 3 droite), des conditions aux limites nulles sur le bord du domaine,
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Figure 8: Décomposition de domaine et position de l’interface en y “ 0.4 en haut et x “ 0.7 en bas

ν “ 0.0005 et T “ 8. L’interface est en y “ 0.7 (voir la Figure 8 en bas). Le maillage est celui de la figure 8 à droite, et
δt “ 0.125.

Observations sur la figure 10

On observe que la gaussienne tend à tourner autour du centre du tourbillon. Là encore l’advection joue un rôle
important et la rotation s’effectue bien dans le même sens qu’indiqué sur le champ de vitesse de droite de la figure 3.
On peut grâce à ce cas modéliser par exmeple la dispersion d’un polluant dans un fluide. La concentration du polluant
suit le champ de vitesse, tout en diminuant sous l’effet de la diffusion ; notons que cette diminution n’est pas facile à voir
sur les figures, du fait que la méthode d’affichage de Freefem++ change les valeurs numériques de la légende et non les
couleurs elles-même.

Interprétations sur la figure 10

L’influence de l’advection s’explique là aussi par la faible valeur de ν que nous avons choisi. Le fait que la gaussienne
vient se recentrer autour du tourbillon s’explique aussi par le fait que les normes des vecteurs prochent du centre sont
plus importantes comme le montre la figure 3.
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IsoValue
-0.374908
-0.245929
-0.159943
-0.0739565
0.0120297
0.0980159
0.184002
0.269988
0.355974
0.441961
0.527947
0.613933
0.699919
0.785905
0.871892
0.957878
1.04386
1.12985
1.21584
1.4308

discrete solution
IsoValue
-0.392277
-0.262965
-0.176756
-0.0905478
-0.00433936
0.081869
0.168077
0.254286
0.340494
0.426703
0.512911
0.599119
0.685328
0.771536
0.857745
0.943953
1.03016
1.11637
1.20258
1.4181

discrete solution
IsoValue
-0.393437
-0.264121
-0.17791
-0.0916996
-0.00548887
0.0807219
0.166933
0.253143
0.339354
0.425565
0.511776
0.597986
0.684197
0.770408
0.856618
0.942829
1.02904
1.11525
1.20146
1.41699

discrete solution

IsoValue
-0.393596
-0.26428
-0.178069
-0.0918579
-0.00564685
0.0805642
0.166775
0.252986
0.339197
0.425408
0.511619
0.59783
0.684041
0.770252
0.856463
0.942674
1.02889
1.1151
1.20131
1.41684

discrete solution
IsoValue
-0.393621
-0.264305
-0.178094
-0.091883
-0.00567202
0.080539
0.16675
0.252961
0.339172
0.425383
0.511594
0.597805
0.684016
0.770227
0.856438
0.942649
1.02886
1.11507
1.20128
1.41681

discrete solution
IsoValue
-0.393724
-0.264407
-0.178196
-0.0919855
-0.0057746
0.0804363
0.166647
0.252858
0.339069
0.42528
0.511491
0.597702
0.683913
0.770124
0.856334
0.942545
1.02876
1.11497
1.20118
1.41671

discrete solution

IsoValue
-0.393899
-0.264583
-0.178372
-0.092161
-0.00595016
0.0802607
0.166471
0.252682
0.338893
0.425104
0.511315
0.597526
0.683736
0.769947
0.856158
0.942369
1.02858
1.11479
1.201
1.41653

discrete solution
IsoValue
-0.394062
-0.264746
-0.178535
-0.0923246
-0.00611376
0.080097
0.166308
0.252519
0.338729
0.42494
0.511151
0.597362
0.683573
0.769783
0.855994
0.942205
1.02842
1.11463
1.20084
1.41636

discrete solution
IsoValue
-0.394097
-0.264781
-0.17857
-0.0923594
-0.00614866
0.0800621
0.166273
0.252484
0.338695
0.424905
0.511116
0.597327
0.683538
0.769748
0.855959
0.94217
1.02838
1.11459
1.2008
1.41633

discrete solution

Figure 9: Evolution de la solution DD au cours du temps
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IsoValue
-0.0459065
0.0229428
0.0688423
0.114742
0.160641
0.206541
0.25244
0.29834
0.34424
0.390139
0.436039
0.481938
0.527838
0.573737
0.619637
0.665536
0.711436
0.757335
0.803235
0.917984

discrete solution
IsoValue
-0.0262342
0.0130202
0.0391898
0.0653594
0.091529
0.117699
0.143868
0.170038
0.196207
0.222377
0.248547
0.274716
0.300886
0.327055
0.353225
0.379395
0.405564
0.431734
0.457903
0.523327

discrete solution
IsoValue
-0.0178509
0.0087823
0.0265377
0.0442932
0.0620486
0.079804
0.0975595
0.115315
0.13307
0.150826
0.168581
0.186337
0.204092
0.221848
0.239603
0.257358
0.275114
0.292869
0.310625
0.355013

discrete solution

IsoValue
-0.0103583
0.00512982
0.0154553
0.0257807
0.0361061
0.0464316
0.056757
0.0670824
0.0774078
0.0877333
0.0980587
0.108384
0.11871
0.129035
0.13936
0.149686
0.160011
0.170337
0.180662
0.206476

discrete solution
IsoValue
-0.00702025
0.00337032
0.0102974
0.0172244
0.0241515
0.0310785
0.0380056
0.0449326
0.0518597
0.0587867
0.0657138
0.0726408
0.0795679
0.0864949
0.093422
0.100349
0.107276
0.114203
0.12113
0.138448

discrete solution
IsoValue
-0.00531142
0.00224458
0.00728192
0.0123192
0.0173566
0.0223939
0.0274312
0.0324686
0.0375059
0.0425432
0.0475806
0.0526179
0.0576552
0.0626926
0.0677299
0.0727672
0.0778046
0.0828419
0.0878792
0.100473

discrete solution

IsoValue
-0.00415993
0.00154854
0.00535419
0.00915984
0.0129655
0.0167711
0.0205768
0.0243824
0.0281881
0.0319937
0.0357994
0.039605
0.0434107
0.0472163
0.051022
0.0548276
0.0586333
0.0624389
0.0662446
0.0757587

discrete solution
IsoValue
-0.00367706
0.00136584
0.00472778
0.00808972
0.0114517
0.0148136
0.0181755
0.0215375
0.0248994
0.0282613
0.0316233
0.0349852
0.0383472
0.0417091
0.045071
0.048433
0.0517949
0.0551569
0.0585188
0.0669236

discrete solution
IsoValue
-0.00300457
0.00119832
0.00400025
0.00680218
0.00960411
0.012406
0.015208
0.0180099
0.0208118
0.0236138
0.0264157
0.0292176
0.0320195
0.0348215
0.0376234
0.0404253
0.0432273
0.0460292
0.0488311
0.0558359

discrete solution

Figure 10: Evolution de la solution DD au cours du temps
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Annexe

Les modifications du code ont été encadrées en rouge. On note que pour utiliser les éléments de Crouzeix-Raviart, il
faut changer l’interpolation de freefem++ pour bien utiliser la méthode du point milieu sur l’interface. Sinon, puisque
les éléments de Crouzeix-Raviart ne considèrent que le milieu des arêtes, on risque d’avoir des problèmes.
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